
 

 
 ב"אוגדן למדריך הבית ספרי למתמטיקה בחט

 המרכז הארצי למורים למתמטיקה בחינוך העל יסודי                                                                                                   

 

  –שטחים 

 "חופפי גזירה"מצולעים 

 

 1יחידה  -שטחים ועוד 

  



 



 

3 
 ב"למדריך הבית ספרי למתמטיקה בחט אוגדן                                                                "חופפי גזירה"מצולעים  –שטחים 

 המרכז הארצי למורים למתמטיקה בחינוך העל יסודי                                                                                                   

 

 "חופפי גזירה"מצולעים  –שטחים 

 תוכן עניינים

 4 ........................................................................................................ הקדמה

 4 .................................................................................. המרכזיים הנושאים

 4 ....................................................................................... הפעילות מהלך

 5 ............................................................................................................. רקע

 9 ................................................................................... גזירה חופפי - 1  סדנה

 13 ......................................................................... 1 לסדנה למדריך הנחיות

 13 ................................................................................. לפתרונות הצעות

 19 ...................................................................................................... 2 סדנה

 21 ................................................. למדריך והנחיות 2 סדנה לפתרונות הצעה

 23 ....................................................................................................... מקורות

 23 .......................................................................................... קישורים רשימת

 25 .......................................................(Bolyai-Gerwien 1833)משפט   - 1 נספח

 31 ............................................................. שקילות יחס - גזירה חפיפת 2 נספח

 

 

  



 

4 
 "חופפי גזירה"מצולעים  –שטחים ב                                                           "למדריך הבית ספרי למתמטיקה  בחט אוגדן

 המרכז הארצי למורים למתמטיקה בחינוך העל יסודי

 

 הקדמה

יחידה עוסקת במושג השטח ומדידת שטחם של מצולעים וכוללת רקע היסטורי ה

ביחידה זו . ושיטות המדידה בתקופתו של אוקלידסעל התפתחות מושג השטח 

ללא נחקור מצולעים בעלי שטח שווה ו מצולעים חופפי גזירהנכיר את המושג 

נדגים הוכחות של משפטים באמצעות אביזרים מוחשיים . שימוש בנוסחאות שטח

שומים דינאמים כבסיס יגזירה וסידור מחדש של מצולעים ובאמצעות י: כגון

 ובייצוגים המוחשיים בעצמים הפעילויות. להוכחות הפורמליות דדוקטיביות

 מושגים של להפנמה מביאות כאלה פעילויות על והרפלקציה הממוחשבים

 שינויים לדמיין היכולת ,למשל כמו ,גאומטריים כשרים ומפתחת גאומטריים

פעילויות אלה . עליה טרנספורמציה ביצוע בעקבות ,בצורה לקרות שעשויים

בית תוכנית הלימודים של  על פי) גאומטרי מבנה והבנת לוגית חשיבה מפתחות

 .(היסודיהספר 

 הנושאים המרכזיים

  חופפי גזירהמצולעים 

 ייצוגים מוחשיים למושג השטח 

 הפעילות מהלך

נוכיח משפטים גיאומטריים שונים בעזרת הרעיון  מצולעים חופפי גזירה בסדנה

 .של חפיפת גזירה

 הוכחת משפטים :1 סדנה

 . כל מלבן הוא חופף גזירה למשולש כלשהו .1

 .כלשהוכל משולש הוא חופף גזירה למלבן  .2

 .א חופפת גזירה למלבן כלשהויכל מקבילית ה .3

 .כל שני מלבנים בעלי אותו שטח הם חופפי גזירה .4

 ?65=64האם  - פרדוקס :2סדנה 

כל שני מצולעים בעלי אותו שטח  - Bolyai-Gerwienמשפט הוכחה של  :נספח

  .הם חופפי גזירה
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 רקע

 אוקלידסהיה בחיבורו של  הגאומטריה בזמן העתיקשיאה של התפתחות כאמור 

, בגיאומטריה אקסיומטיתשעסק בצורה  ,יסודותבספר ה – (ס"לפנה 300)

 . אלגברה ותורת המספרים

ולא פותחו  אין התייחסות למידות שטח, בספר היסודות לא הוגדר מושג השטח

עצמים "למעשה בכדי לתאר שטחים השתמש אוקלידס במושג  .נוסחאות השטח

מצורה באמצעות בניות גיאומטריות כיצד ניתן לבנות ותיאר , "שווי שטח

גיאומטרית נתונה צורה גיאומטרית אחרת בעלת שטח השווה לזה של הצורה 

כיצד ולתאר באופן ביצועי גם " עצמים שווי שטח"ניתן להסתכל על . המקורית

שהוא בהכרח בעל שטח ' ולהרכיב ממנו כפאזל את מצולע ב' ניתן לגזור מצולע א

 . זהה

כך למשל הוכיח אוקלידס את משפט פיתגורס בהוכחה לא פשוטה המתבססת 

למשפט פיתגורס הוכחות  .של ההוכחה דינאמית הדגמה ראו. על שוויון שטחים

 של ההוכחהה ויפה היא טפשו, אחת מהן, רבות המתבססות על שוויון שטחים

 .פריגל

 

 ההוכחה של פריגל

 

http://www.cut-the-knot.org/pythagoras/morey.shtml
http://www.ies.co.jp/math/java/samples/pytha2.html
http://www.ies.co.jp/math/java/samples/pytha2.html
http://www.ies.co.jp/math/java/samples/pytha2.html
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 מצולעים חופפי גזירהשווי שטח מתמטיקאים בני זמננו קוראים למצולעים 

(scissors congruent ) או מצולעים שקולים((equivalent. בפאזל הסיני  דוגמאל

 .חופפות גזירההן שתי הצורות הבאות  ,המפורסם טנגרם

 

ונוכיח באמצעותו משפטים  מצולעים חופפי גזירהאת המושג  נחקורזו  ביחידה

 .ראשית נגדיר מהי חפיפת גזירה. גיאומטריים שונים

 :הגדרה

 P1))אם ניתן לחתוך את אחד מהם " חופפי גזירה"שני מצולעים הם 

 . P2))למספר סופי של מצולעים ולסדר אותם מחדש כך שיתקבל 

 שווים שטחים אלה צורות לשתי ,השטחהגדרת  של שניהה אקסיומההלפי 

ההפוכה אך נשאלת השאלה  .מצולעים חופפי גזירה הם בעלי שטח שווה, כלומר

ואכן המתמטיקאים  .האם כל שני מצולעים בעלי שטח שווה הם חופפי גזירה

כי כל שני מצולעים שווי שטח  1832בולייאי ההונגרי וגרווין הגרמני הוכיחו בשנת 

במהלך  .1נספח את המשפט בנוכיח  .Bolyai-Gerwien)משפט  )הם חופפי גזירה 

מקיימת את יחס השקילות " גזירהחפיפת " הפעולהשהפעילות אנו נסתמך על כך 

שיאפשר לנו הוכחת משפטים ובפרט לענות על  דבר, בדומה לשוויון או דמיון

 . 2נספח ראו  .השאלה לעיל

גם  20-העסיקה מתמטיקאים בתחילת המאה ה, בעיית חפיפת הגזירה

 עשרים ושלוש, המתמטיקאי הילברט גהצי 1900בשנת  .ת המרחבבגיאומטרי

היתה האם קוביה ופירמידה הבעיות  אחת .בעיות מתמטיות מפורסמות לא פתורות

 העוד באות. שוות פירוקכלומר , הן חופפות גזירה ,בעלות אותו נפח ,משוכללת
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תוצאה מפתיעה   .השיב על השאלה בשלילה (Dhan) השנה המתמטיקאי דהאן

לאקוביץ  על ידי המתמטיקאי( 1988)ביותר בתחום זה הושגה לאחרונה 

(Laczkovich  )פירוק מספר  ע בעלי אותו שטח הם שוויאשר הוכיח כי עיגול וריבו

 .1050בערך , החלקים הוא עצום

 Dudeneyשל חידה מפורסמת שהציג החידונאי  דוגמאנביא כאן  ,לשם התרשמות

הראה כי משולש שווה הוא . משולש שווה צלעות" לרבע"כיצד ניתן , 1902בשנת 

כיצד ניתן להפוך הראה דרך או במילים אחרות , צלעות וריבוע הם חופפי גזירה

  .משולש שווה צלעות לריבוע שווה שטח

 

 .דינאמית בהדגמהניתן לצפות 

 

http://www.geogebra.org/en/upload/files/hebrew/HighMathCenter/area/Dudeney.html
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 חופפי גזירה - 1  סדנה

 . כל מלבן הוא חופף גזירה למשולש כלשהו :נוכיח .1

כך ( 9' דף גזירה בעמ)גזרו את המלבן  .א

 .יהיה להרכיבו מחדש למשולש אפשרש

 .הסבירו והוכיחו, הציגו את אופן הגזירה .ב

 .כאחת מצלעות המשולשהשתמשו באחת מצלעות המלבן  -רמז  .ג

 

כל משולש הוא חופף גזירה למלבן  :נוכיח .2

 . כלשהו

( 9' דף גזירה בעמ)גזרו את המשולש שלפניכם 

 .אפשר יהיה להרכיבו מחדש למלבןבאופן כזה ש

 .הסבירו והוכיחו, הציגו את אופן הגזירה

 

 .המלבן כצלע שלבצלע המשולש השתמש   -רמז 

 ? האם תוכלו באותו אופן להפוך כל משולש למלבן חופף גזירה

 .משולש קהה זווית ועוד, בדקו את ההליך שלכם עבור משולש ישר זווית

 

 . כל מקבילית היא חופפת גזירה למלבן כלשהו :נוכיח .3

בדף )גזרו את המקבילית שלפניכם 

באופן כזה שנרכיב ( 9' המצורף בעמ

הסבירו . שטח שווהמחלקיה מלבן בעל 

 .כיצד בצעתם והוכיחו

 .צרו זווית ישרה בתוך המקבילית  -רמז 

  המקבילית את למלבן  –תוכלו להיעזר בישום הדינאמי 

 

ם 
חי
ט
ש

– 
ה
ר
זי
ג
י 
פ
פ
חו
ם 
עי
ל
צו
מ

 

http://www.geogebra.org/en/upload/files/hebrew/HighMathCenter/area/rectangle_the_parallelogram.html
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 .מלבנים בעלי אותו שטח הם חופפי גזירהכל שני  :נוכיח .4

שאורכי  b, AFGE-ו aשאורכי צלעותיו   ABCD: נתונים שני מלבנים בשטחים שווים

 .n-ו mצלעותיו 

השווה לו  AFGEכך שנוכל להרכיב ממנו כפאזל את המלבן  ABCDאת המלבן  גזרו

 בשטחו

 .(10דפי גזירה בעמ )

 :לגזירה דרך א

  .יתלכדו של  שני המלבניםנציב את שני המלבנים כך שזוג פינות 

היעזרו בסימון הבא לגזירה והוכיחו כי ניתן לסדר מחדש את חלקי המלבן 

 .(AFGE) כך שנקבל כפאזל את המלבן השני (ABCD)הראשון 

 .הדינאמי בפאזל תוכלו להיעזר

 

 

 

 

 

 :לגזירה בדרך 

 : נציב את שני המלבנים לפי האיור הבא

 ABCDהוכיחו כי ניתן לגזור את המלבן 

 .EFGHולקבל כפאזל את המלבן 

מתייחסת למספר מקרים ' דרך ב :הערה

. האיור מציג את אחד מהמקרים. שונים

ניתן למצוא )נסו למצוא מקרים אחרים 

 ולאה ויקטור של במאמראותם 

 (.שאנן מכללת של בשנתון אוקסמן

 

ם 
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http://www.geogebra.org/en/upload/files/hebrew/HighMathCenter/area/two_rectangles_puzzle.html
file:///C:/Users/Varda/Desktop/אוגדנים%2014.6.11/07.11.11/במאמר%20של%20ויקטור%20ולאה%20אוקסמן%20בשנתון%20של%20מכללת%20שאנן
file:///C:/Users/Varda/Desktop/אוגדנים%2014.6.11/07.11.11/במאמר%20של%20ויקטור%20ולאה%20אוקסמן%20בשנתון%20של%20מכללת%20שאנן
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 1לסדנה  הנחיות למדריך

זוגות ולקיים דיון ב משימותניתן לתת למורים לפתור את כל ה :הפעלה דרכי

כל . משימה אחת( או קבוצה)היא לתת לכל זוג נוספת אפשרות . מסכם במליאה

 . קבוצה תציג את המשימה שלה במליאה

 : לדיון שאלות

 ?זו להבנה של נוסחאות השטח הסדנהמהי התרומה האפשרית של  .1

 ?וחה של הוכחה ויזואליתמהי כ? סדנהבאים לידי ביטוי באילו סוגי הוכחות  .2

מספר " המאמר את (הצוותאו לקרוא יחד עם )ת הצוות ארצוי וכדאי לבקש 

הנוגע החלק בעיקר את , של גילה חנה "היבטים פדגוגיים של הוכחה

  .להוראת ההוכחה

 ? כיצד ניתן להתאים את הפעילות לכיתה .3

 

 : הצעות לפתרונות

 . כל מלבן הוא חופף גזירה למשולש כלשהו: נוכיח .1

 

אלכסון  העברת על ידיהיא , אחת הדרכים להפוך מלבן למשולש שווה שטח

מהם נבנה משולש שווה , לשני משולשים ישרי זווית חופפיםשל המלבן חצייתו ו

 .שוקיים

  

 

 

 : שאלה לדיון

 ? האם יש דרך או דרכים נוספות לביצוע המשימה

  

http://highmath.haifa.ac.il/data/alle1-26/alle14/alle14-2.pdff
http://highmath.haifa.ac.il/data/alle1-26/alle14/alle14-2.pdff
http://highmath.haifa.ac.il/data/alle1-26/alle14/alle14-2.pdff
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 .כל משולש הוא חופף גזירה למלבן כלשהוכי  נוכיח .2

 

 :הוכחה עבור משולש חד זווית או ישר זווית

( BFDC)ת המשולש לטרפז ך שנחצה אכ, FD קטע אמצעים ABCנעביר במשולש  

. ונחלק אותו לשני משולשים Aמקודקוד  FADנוריד גובה במשולש  (.FAD)ומשולש 

  .ונצמיד לטרפז כך שיווצר מלבן את המשולשים נסובב

 

 

 

 הוכחה

 AEDשלאחר הנחת המשולשים  נראהראשית  :נוכיח מדוע בדרך זו מתקבל מלבן

נראה שלמרובע  ר כךואחטע הוא ק HG כי כמודגם באיור מתקבל  AEF -ו

 .ישרותשלוש זווית  , EHGCהמתקבל 

 180 CDEADE זויות צמודות. 

CGDAED     ולכן      CDGADE    

ומכאן נקבל  180 CDGCDE  

 . EDנמצא על המשך  DG כי באופן זה הוכחנו 

 . קטעהוא  HG -ובכך נוכיח ש EFנמצא על המשכו של  HFכי נראה   באופן דומה

 (.G-וH-פרט ל)יש עוד זוית ישרה  EHGCכעת נותר להוכיח כי במרובע 

 90 DCGCDG ,BCEG  ( קטע אמצעים)||

DCBGDCולכן   (מתחלפות ) 

כי  ומכאן נקבל 90 DCGDCB. 
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 :הוכחה עבור משולש קהה זווית

הוא גובה  AE -קטע אמצעים ו FD. במשולש קהה זווית מתבצעת אותה בניה

  ,FADבמשולש 

 . FD-אנך לנוריד  Bמהנקודה . FDיורד להמשך הצלע ה

 

ומשולש  FADמשולש , BHDC  טרפז: לשלושה חלקים ABCכעת מחולק המשולש 

BHF . 

 :באופן הבא BHGCלמלבן  ABC משולש  החלקים שלנסדר את 

 FADיוצמד למשולש  FHBמשולש 

FBH: מכיוון ש FEB    כי נקבלED (.כמו קודם) הוא קטע 

 .Dנסובב סביב קודקוד  AEDאת משולש 

 .הוא מלבן BHGCקו ישר ומרובע  HGכי  באופן דומה לסעיף קודם נוכיח  
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 .חופפת גזירה למלבן כלשהו היאמקבילית כל כי נוכיח  .3

 

הזווית שנוצר ונדביק אותו בצידו נוריד גובה במקבילית ונגזור את המשולש ישר 

 .השני של הטרפז

 

המשולש  הדבקתב. BFDומשולש ישר זוית  ABFCקיבלנו טרפז ישר זוית   בגזירה

BFD  כמודגם באיורBD  מתלכד עםAC עתה . כי הצלעות הנגדיות במקבילית שוות

 .קו ישר EFכי להוכיח נותר 

 180 DCAFDB(סמוכות במקבילית זויות) ,ECAFDB      

180ECA: ומכאן ש FCA   כלומרEC  מונח על המשך הצלעCD  . קיבלנו

 . ולכן המרובע הוא מלבן 90-שלוש זוויות שוות ל AEFBשבמרובע 

 :המלצה למורים

, לשם כך. כאן המקום לקשר ולהדגים מדוע חפיפת הגזירה היא יחס שקילות

 ,(מלבן או מקבילית, משולש)מהמורים לבחור את אחת משלוש הצורות  בקשו

ולהראות כי הגזירה  י הצורות האחרותתלבצע גזירה וסידור מחדש כך שיתקבלו ש

 .(2נספח  ראו)מקיימת את התכונות של יחס השקילות 
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 .כל שני מלבנים בעלי אותו שטח הם חופפי גזירה יכ נוכיח .4

 : הוכחה

החלקים  נוכיח כי גזירת שני המלבנים שווי השטח באופן הנתון מאפשרת קבלת

את המלבנים זה על גבי זה כך  וחיהנ. שבעזרתם ניתן לקבל כל אחד מהמלבנים

ראו ) שיהיה להם קודקוד משותף ושתי צלעות שלהם יונחו על אותו על אותו ישר

, איורגזירה לאורך הקו המחבר את שני הקודקודי המלבנים כמודגם ב. (איור

 LHM משולש קטן, HGFM מרובע, EBCGL למחומש BEFG המלבןמחלקת את 

.HCG ומשולש גדול
 1l 

2211: שטחי המלבנים שווים לכן: לפי הנתונים lhlh  

: כלומר
2

1

1

2

h

h

l

l
 

12, כמו כן llCG  

ABCH || 

 :ולפי תלאס נקבל

BG

CG

AB

CH
 

21

1

2

11

1

2

11

2

12

1

hhCH

h

h
hhCH

l

l
hhCH

l

ll

h

CH










 

HCGAEL: ומכאן ש   ז.צ. לפי ז   

  2211 hhhhDH   

LFGADHולכן    ז.צ.לפי ז 

A 

B C 

 

D 

E F 

G 

H 

2h 

1h

y 

2l 

L M 
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 :BGFEבאופן הבא ונרכיב ממנו את המלבן  ABCDלסכום נגזור את המלבן 

 

נניח ללא הגבלת . אפשרית כאשר אחד המלבנים ארוך מאוד אינהבניה זו  :הערה

1221 כיהכלליות  llhh  . 21ניתן לבצע בניה זו אם 2ll  .ניתן , בכל מקרה

לבצע את הבניה לאחר חציה של המלבן הארוך והדבקת שתי החתיכות האחת 

21מעל השנייה וחוזר חלילה עד שהתנאי   2ll  מתקיים  . 
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 2 סדנה 

 פרדוקס -אשליה מתמטית

 ?או האם צורות חופפות גזירה אינן בעלות שטח שווה? 65=  64האם  .א

איור )משבצות לשני משולשים ושני טרפזים  8X8חתכו לוח שחמט בגודל 

1). 

איור ) משבצות 5X13הרכיבו מחדש את החלקים וקיבלו לוח מלבני בגודל 

2). 

 

 

 

 

 

 . 65ואילו שטח המלבן שהתקבל הוא  64שטח הריבוע הוא 

 ? התווספה משבצת האומנם

 ?שני מלבנים חופפי גזירה אינם שווי שטח האומנם

 ?את התעלומההיעזרו בדף הגזירה שבעמוד הבא ונסו להסביר 

  מתמטיות אשליותבפיצוח  –הרחבה לחידה 

 . 3,5,8,13מעניין לשים לב שהמספרים העומדים מאחורי הבנייה הם   .ב

 ? מה מייחד סדרת מספרים זו

 . נסו לנסח את הקשר בין המספרים וכן את הקשר בין השטחים באופן אלגברי

התוכלו למצוא דוגמאות לריבועים ומלבנים נוספים המקיימים תכונה  .ג

 ?   דומה

 /http://www.cut-the-knot.org  :מקור

  1איור 

   1 איור

   2 איור

ם 
חי
ט
ש

– 
ה
ר
זי
ג
י 
פ
פ
חו
ם 
עי
ל
צו
מ

 

http://highmath.haifa.ac.il/index.php?option=com_content&task=view&id=352
http://www.cut-the-knot.org/
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 והנחיות למדריך 2הצעה לפתרונות סדנה 

 .יחידניתעבודה  :דרכי הפעלה

 :  שאלות מנחות לדיון

 ?לאילו נושאים נוספים ניתן לקשר את הפרדוקס .1

 ? לשרת סאילו מטרות הוראה יכול הפרדוק .2

ניתן לקרוא  תפקידם של הפרדוקסים בהתפתחות המתמטיקהעל  .3

 .ניצה מושקוביץ הדר' במאמרה של פרופ

 :הצעה לפתרון

שמתם לב בודאי שהחלקים אינם נצמדים זה לזה בדיוק לאורך האלכסון של 

למעשה נוצרת מקבילית . יש רווח צר ביניהם שקשה להבחין בו בציור –המלבן 

 . דקה וארוכה החבויה תחת הקו העבה המתאר את האלכסון של המלבן

 

 

 

 

 

  

http://highmath.haifa.ac.il/data/sadnaot/sadna23.pdf
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 :נוכל לראות זאת גם ביחס צלעות המשולשים בבנייה

13נקבעת לפי יחס הצלעות  BDהזווית שיוצר : ΔABDבמשולש 

5

AD

AB


. 

 .-BD)שלכאורה נראה כחלק מ) GDהזווית שיוצר : ΔHGDבמשולש 

8נקבעת לפי יחס הצלעות  

3

HD

GH


. 

 

 מורחב לפתרון הצעהל קישור – תמטיות אשליות

 

  

http://highmath.haifa.ac.il/images/data2/paradoxes%20solution.pdf
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 (iayloB- reiBre 1833)משפט  - 1 נספח

 "חופפי גזירה"כל שני מצולעים בעלי אותו שטח הם 

 

 מהלך ההוכחה

 .מראים שכל מצולע ניתן לפרק למשולשים :שלב א

השווים בהתאמה בצלע אחת ובגובה אל שכל שני משולשים  מראים :בשלב 

 . הם חופפי גזירההצלע 

 . כל שני משולשים שווי שטח הם חופפי גזירהמראים ש  :גשלב 

מראים שכל משולש הוא חופף גזירה למלבן שצלע אחת שלו שווה  :דשלב 

 .ליחידה ושנייה לשטח המשולש

בן נחבר את כל המלבנים שצלע אחת שלהם שווה ליחידה למל  :השלב 

 . אחד

 

 שלבי ההוכחה

 כל מצולע ניתן לפרק למשולשים  :'שלב א

 :ניתן לחלק כל מצולע למשולשים חדי זווית בשני אופנים

  במצולע קמור נעביר מקודקוד מסוים אלכסונים  .1

  .לכל אחד מקודקודי המצולע

 

 

ניתן לחלק את המצולע על ידי הקצאת , במצולע שאינו קמור .2

אתכל אחד מהטרפזים שהמתקבלים ניתן  .קווים מקבילים

 .לחלק למשולשים על ידי העברת אלכסון
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כל שני משולשים בעלי צלע משותפת וגובה לאותה צלע הם חופפי  :שלב ב

 גזירה

 :ההוכחה מתבצעת בשני צעדים

חופפות , מוכיחים ששתי מקביליות בעלות צלע משותפת וגובה לאותה צלע .1

 .גזירה

השווה ) לאותו מלבןבהוכחה מראים שאפשר לגזור ולסדר כל אחת מהן 

 (.להם בשטחו

ונדביק  (FBD)נוריד גובה במקבילית ונגזור את המשולש ישר הזווית שנוצר 

 haכך שנקבל מלבן שטחו , EAC)משולש )אותו בצידו השני של הטרפז 

((ABFE 

 

נגזור מהמקבילית את הטרפז , במקרה בו הגובה נופל מחוץ למקבילית

BHDC  והמשולש העודףFCH  המשלימים למשולש ישר זוויתFDB , אותו

 haכך שנקבל מלבן שטחו , (ACEמשולש )נדביק בצידו השני של הטרפז 

((ABFE ותוספת המשולש העודף. 

 

 

 

 

 

 .למקבילית או מלבןמוכיחים כי משולש הוא חופף גזירה  .2

 .(1פתרונות מלאים בסדנה ) :הגזירה תעשה לפי האיורים הבאים
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שני משולשים הם חופפי גזירה אם יש להם צלע משותפת וגובה שווה  :מסקנה

 .כי לפי הבניה אפשר לגזור כל אחד מהם לאותה מקבילית או מלבן .לאותה צלע

 .גזירהכל שני משולשים שווי שטח הם חופפי  :שלב ג

כי אם בידנו שני משולשים שווי שטח ( בעזרת סעיפים קודמים)בשלב זה נראה 

אז הם בהכרח חופפי ( לאו דווקא משולשים בעלי צלע משותפת וגובה שווה)

 .ההוכחה מתבצעת בשלושה צעדים.גזירה

. שני משולשים ישרי זווית ושווי שטחנראה כי אפשר להשתמש לצורך ההוכחה ב

כל אחד מהם חופף גזירה למשולש ישר זווית עם צלע אפשר לעשת זאת כי 

 .ולפי סעיף קודם הם חופפי גזירה(. ראה איור)משותפת וגובה לאותה צלע 

 

 

הזווית הישרה  כך שקודקודי שווי שטח ונניח אותם םשולשים הנניח שהמ

 (.ראה איור)מתלכדים 

 .םונראה שהם מקבילי CF -ו DBנעביר את הקטעים 
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  :הוכחה

 :נתון כי המשולשים שווי שטח כלומר

 י           

     

 
 

     

 
 י

  

  
 

  

  
 י 

 י         

AFDABD מכאן ש  

 DB||CFולכן 

וגובה  (DB) למשולשים אלה משותפת. FBD-ו  CDBנתבונן במשולשיםכעת 

 (. מרחק בין מקבילים)שווה 

שתי המקביליות הן . למקבילית כל משולש הוא חופף גזירה' לפי שלב ג

' ולכן לפי שלב ב( לצלע המשותפת)ואותו גובה ( DB)בעלות צלע משותפת 

 . הן חופפות גזירה

 .אם שני משלושים הם בעלי אותו שטח אז הם חופפי גזירה :מסקנה

 !הוכחנו רק שניתן לא הראנו איך :הערה

כל משולש הוא חופף גזירה למלבן שצלע אחת שלו שווה ליחידה  :'דשלב 

 .והשנייה לשטח המשולש

נתבונן במשולש ( שהתקבלו לאחר חלוקת המצולע למשולשים)משולשים  nו בידנ

T1  ששטחוA1 . 

נקבל שמשולש זה הוא חופף גזירה עם משולש ישר זווית  שגובהו קודם לפי שלב 

שניהם שווי שטח ולכן ) T1 -רד הגובה שווה לואורך הצלע אליה יו 2 -שווה ל

 . (חופפי גזירה
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וצלעו שווה  1הוא חופף גזירה למלבן שגובהו  (ישר הזווית)זה משולש ' לפי שלב ב

 .R(Ti) נסמן מלבן זה ב .T1 (ראה איור) -ל

 

 

 

 

 : שלב ה

  P=T1+T2+…Tn :שווה לסכום שטחי המשולשיםשטח המצולע 

 P = R(T1) +R(T2)+…R(Tn)         :לכן

 :נחבר מלבנים אלה למלבן אחד באופן הבא

 

כלומר כל שני מצולעים בעלי שטח שווה ניתן לחפוף גזירה עם אותו מלבן ולכן 

 .הם חופפי גזירה ביניהם

 

ויון ההרכבה וויון שטחי המצולעים הוא גם תנאי מספיק לשוש, שימו לב

 . בינהם

 ."אורך היחידה"של כאן המקום לדון במשמעות 

 

  

 

T2 T1 T3 Tn 
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 (1סדנה כהמשך ל) נוספת הוכחה

 .Sששטחם  Q-ו Pבידנו שני מצולעים 

לטרפזים על ידי העברת ישרים מקבילים דרך )משולשים או נחלק כל מצולע ל

 (.הקוקודים

 .על ידי גזירה נהפוך כל אחד מהמשולשים למלבן השווה לו בשטחו

מהמלבנים ניתן לגזור למלבן השווה לו בשטחו וצלע אחת שלו שווה את כל אחד 

 (.1 ראה סדנה) ליחידה

שאחת  Rאת כל המלבנים ונקבל מלבן ( בכל מצולע)בשלב אחרון נצמיד 

 . S-מצלעותיו שווה ליחידה והצלע השנייה שלו שווה ל

חופף גזירה עם  Pולכן  Rחופף גזירה עם  P-ו Rחופף גזירה עם מלבן  Q -קיבלנו ש

Q .לקבל את המצולע , כלומר ניתן על ידי גזירה וסידור מחדש של אחד המצולעים

 . השני

 : להרחבה

Equidecomposable Polygons 

http://users.humboldt.edu/flashman/Courses/m103equidecompose

able.html 

  

http://users.humboldt.edu/flashman/Courses/m103equidecomposeable.html
http://users.humboldt.edu/flashman/Courses/m103equidecomposeable.html
http://users.humboldt.edu/flashman/Courses/m103equidecomposeable.html


 

31 
 ב"למדריך הבית ספרי למתמטיקה בחט אוגדן                                                                "חופפי גזירה"מצולעים  –שטחים 

 המרכז הארצי למורים למתמטיקה בחינוך העל יסודי                                                                                                   

 

 יחס שקילות   - חפיפת גזירה  - 2נספח 

 :מקיים את התכונות הבאותאם הוא הוא יחס שקילות  יחס

 עבור כל  : רפלקסיביותP  מתקייםPP.  

 סימטריות: PQ אם אם ורק  QP . 

 אם  : טרנזיטיביותPQ ו- QR  אז  PR. 

 : לפי ההגדרה. מקיימת את יחס השקילות "חפיפת גזירה"נראה כי פעולת 

אם ניתן על ידי חיתוך למספר סופי של מצולעים  גזירהשני מצולעים הם חופפי 

 .וסידור מחדש לקבל כל אחד מהם

אם שני מצולעים הם חופפי  ":סכום שטחים"המשפט הבא מתקיים לפי אקסיומת 

 (                   )אז השטחים שלהם שווים (     נסמן )גזירה 

ולכן קוראים ) מקיימת את יחס השקילות" חפיפת גזירה"נראה כי פעולת ו

 (.למצולעים בעלי שטחים שווים מצולעים שקולים

 :הוכחה

 .ה של חפיפת גזירהשתי התכונות הראשונות מתקבלות ישירות מתוך ההגדר

 .(חוק הקיבוץ)נראה כי מתקיימת תכונת הטרנזיטיביות 

  Pמ לסדרם מחדש ולקבל את "ע Q-כעת נניח שנסמן את החלוקות שיש לבצע ב

מ לסדרם מחדש ולקבל את "ע Q-וכנזכר לעיל נשמר את החלוקות שיש לבצע ב

R .מ לקבל את "חלוקות אלה יניבו מספר סופי של חלקים שניתן לסדרם ע

 . הם חופפי מספרים R -ו P -ומכאן ש. R -ו Pהמצולעים 

 .PR  אז  QR -ו PQאם  :נדגים את התהליך
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PQ 

 
 

QR 

 

 

  

PR 
 

 
אותם מכירים  נוספים יחסי שקילותניתן לערוך דיון על  :הנחיה למדריך

 .המורים

". מושג השקילות הוא אחד מאבני הבניין היסודיות שעליה עומדת המתמטיקה"

אנרי המפורסמת של מרכזיותו של מושג זה בחשיבה המתמטית מודגמת באמרתו 

: עשרה-מגדולי המתמטיקאים במחצית השנייה של המאה התשע, פואנקרה

 יחס שקילות אינו". מתמטיקה היא האמנות של קריאה באותו שם לדברים שונים"

 .המהוות כל אחת מעין שם משותף לעצמים שבתוכה, אלא פירוק למחלקות

, ניתן לפגוש את מושג השקילות ויישומיו לאורכה ולרוחבה של תוכנית הלימודים

 ,שברים, עוסקים בשקילות של ביטויים גזירה) כ לא מציינים זאת בפירוש"אך בד

כ "יחס השקילות נלמד בד (.ביטויים סימבוליים והוכחות, צורות הנדסיות

מעבר להכרת המושג . אלגברה מודרנית, באוניברסיטה במסגרת תורת הקבוצות

על התלמידים . יש חשיבות רבה להבחין בין יחסים שונים ותכונותיהם, עצמו

כדי שכאשר מזהים יחס שקילות ניתן להשתמש , שקילות ,זהות ,להבחין בין שוויון

 .נובתכונותיו ובמשפטים הנובעים ממ

 .הנושא שנלמד לאחר מושג השקילות הוא פונקציות ללכרך בד

הנחות בסיס , הספר מכיל הגדרות מתמטיותמכיל ה, היסודות של אוקלידסספר ב

 .מושג השקילות מוזכר משפטים והנחות בסיס כלליות, עבור עצמים במתמטיקה

 

P 

 
 P Q 

Q R 

R 

http://he.wikipedia.org/wiki/%D7%99%D7%97%D7%A1_%D7%A9%D7%A7%D7%99%D7%9C%D7%95%D7%AA
http://he.wikipedia.org/wiki/%D7%90%D7%A0%D7%A8%D7%99_%D7%A4%D7%95%D7%90%D7%A0%D7%A7%D7%A8%D7%94
http://he.wikipedia.org/wiki/%D7%90%D7%A0%D7%A8%D7%99_%D7%A4%D7%95%D7%90%D7%A0%D7%A7%D7%A8%D7%94
http://he.wikipedia.org/wiki/%D7%90%D7%A0%D7%A8%D7%99_%D7%A4%D7%95%D7%90%D7%A0%D7%A7%D7%A8%D7%94
http://he.wikipedia.org/wiki/%D7%90%D7%A0%D7%A8%D7%99_%D7%A4%D7%95%D7%90%D7%A0%D7%A7%D7%A8%D7%94
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 : הנחות הבסיס הכלליות שהביא אוקלידס

 .ם ביניהםשווי, דברים השווים לאותו דבר .1

 .הסכום נשאר שווה, אם מוסיפים לדברים שווים ערך שווה .2

 .ההפרש נשאר שווה, אם מחסירים מדברים שווים ערך שווה .3

 

תכונת הטרנזיטיביות ולא הזכיר סימטריות  יפל אוקלידס הגדיר יחס שוויון ע

 .ורפלקסיביות

באמצעות אך הניח את היסודות לפתרון משוואות , אוקלידס לא היה ער לאלגברה

 .של חיבור וחיסור" פעולות מותרות"

יש שימוש ביחס השקילות ובמחלקות שקילות בתחומים , גם מחוץ למתמטיקה

במיוחד . מאפיון מבנים מולקולאריים ועד מציאת שקילות בין נושאים שונים, רבים

שקילות של מעגלים , שקילות של אוטומטים: יש שימוש רחב במדעי המחשב

 .כונות מצב סופיות והצפנהמ, קומבינטוריים

 


