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  הקדמה 

בעיסוק במעגל נתמקד . ים ובפרט במעגלגאומטרייחידה זו עוסקת במקומות 

 :בשני דיונים

 שקילות ההגדרות של מעגל.   

 שינוי מושג המעגל בהתאם להגדרות שונות של מרחק בין נקודות.  

  . שקילות ההגדרותהמתייחסות ליר כמה נקודות חשובות נזכ

 ולא שקולות( הגדרות על) 1996(הקטע הבא לקוח ממאמר של ויניצקי ולייקין 

  .73 – 69' עמ, 19' מס, ה"שפורסם בעיתון על המשיק ומושג )שקולות

  

מצביעים על עקרונות  (Khinchin 1968, Solow 1984, Vinner 1992)מחברים אחדים 

  :יים של הגדרותלוג

  בהגדרה מציגים את שם המושג החדש ומשתמשים בו רק פעם אחת

 .במסגרת זאת

 לצורך הגדרת המושג החדש משתמשים רק במושגים שהוגדרו קודם. 

  בהגדרה מופיעים תנאים מספיקים והכרחיים שעל האובייקט לקיים כדי

 .שמגדירים ושגשיוכל לקבל את השם של המ

 מלייניאוסף התנאים להיות מ לעיתים מגדירים גם שעל. 

  ראים תכונותקגדרה הגידים אחרים המתארים את המושג נהאחרי שנבחרה .

 . התכונות נובעות מההגדרה

 כאשר שאר ההיגדים , כל היגד השייך למחלקה זו יכול להתקבל כהגדרה

המשפטים האלה הם תנאים מספיקים והכרחיים שעל . מהווים משפטים

  .בל את שם המושגהאובייקט לקיים כדי לק

  

של  גאומטרימעגל הוא המקום ה: אחת ההגדרות המקובלות של מעגל היא

  .נקודות המישור הנמצאות במרחק קבוע מנקודה נתונה
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זו נדון בשאלה האם  יחידהב. עם זאת קיימות גם הגדרות אחרות של מעגל

השונה , בדיון נחפש הוכחות לכך שכל הגדרה אחרת. ההגדרות האלה שקולות

מתארת גם היא מעגל כפי שהוגדר בהגדרה שממנה , ל"הגדרה המקובלת הנמה

  .יצאנו

נדון בהגדרות שונות של מרחק בין נקודות ובשינוי מושג המעגל בהתאם  6בסדנה 

  .להגדרות השונות של המרחק

  

  

   



 

 ב"אוגדן למדריך הבית ספרי למתמטיקה בחט                               המעגל ומקומות גיאומטריים אחרים                       7
 המרכז הארצי למורים למתמטיקה בחינוך העל יסודי                                                                                                     

 

  רקע

  גאומטריהגדרה של מקום 

ה הוא אוסף כל הנקודות במישור או במרחב המקימות תכונ גאומטרימקום 

  :גאומטריתכונה מהווה גם תנאי מספיק וגם תנאי הכרחי למקום ה. מסוימת

 מקיימת את , גאומטריכל נקודה ששייכת לצורה שמהווה את המקום ה

  התכונה 

 ל נקודה שנמצאת מחוץ לצורה אינה מקיימת את התכונהכ .  

של  גאומטרית מסוימת היא מקום גאומטרילהוכיח כי צורה  קיימות שתי אפשרויות

  .ל הנקודות המקיימות תכונה מסוימתכ

  : שני תנאיםשל להראות קיום  בכל אחת מהאפשרויות יש

  'אפשרות א

 כל הנקודות על הצורה מקיימות את התכונה.  

 כל הנקודות המקיימות את התכונה נמצאות על הצורה. 

  ).כל הנקודות שאינן על הצורה אינן מקיימות את התכונה, מכאן(

  

  'אפשרות ב

 ת על הצורה מקיימות את התכונהכל הנקודו. 

 כל נקודה שאינה על הצורה לא מקיימת את התכונה. 

  ).כל הנקודות המקיימות את התכונה נמצאות על הצורה, מכאן(

  

זהות בשלב הראשון של הוכחה ושונות בשלב השני של ' ב - ו' האפשרויות א

  . ההוכחה

  .1-2דוגמות להוכחות ניתן למצוא בסדנה 
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  יםגאומטרי מקומות בהוראת קשיים

  .הוא אוסף כל הנקודות בעלות תכונה משותפת גאומטרימקום 

למשל כל הנקודות במישור שמרחקן (האוסף הזה יכול להיות קבוצה ריקה 

אוסף (או קבוצה של מספר סופי של נקודות , )יחידות -3מהראשית הצירים הוא 

או , )הנתון כל הנקודות במישור הנמצאות במרחקים שווים מצלעות המשולש

אוסף כל הנקודות במישור הנמצאות במרחקים שווים , למשל(אינסוף נקודות 

אפשר לתאר במישור ובמרחב כצורה  גאומטריאת המקום ה). מהנקודה הנתונה

את אוסף הנקודות האלה אפשר גם לתאר על ידי ). sphereלמשל (ת גאומטרי

קשר אלגברי בין שיעורי ת או על ידי משוואה אנליטית המייצגת גאומטריבנייה 

  y-ל xכקשר האלגברי בין  גאומטרימלמדים מקום  יש טענה שכאשר. הנקודות

 Stols הוא נעשה לאחד הקשים יותר בתכנית הלימודים , )ה אנליטיתגאומטרי(

רים בפרט הם גאומטריה האנליטית בכלל והמקומות הגאומטה, עם זאת )2006(

מוש במערכת צירים יהתחלת הש). Moise,1990(ריה גאומטגשר בין האלגברה ל

דבר , ריה והאלגברה שלובות זו בזוגאומטתרמה רבות לבניית גשר זה ומאז ה

  ). Fishback )1969ואחרות  השהקל על הוכחת טענות כאל

טען ) Hawking )1999. את המשוואות" להמחיש"מצד אחר גאומטריה מסייעת 

ק במציאת ההקשרים ולכן עס, שמשוואות הן החלק המשעמם במתמטיקה

כלומר חיפש מקומות גאומטריים של הנקודות , ריים של משוואותגאומטה

  .שהמשוואות מתארות אותם
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  יםגאומטרי מקומות של הוראה רכיד

ידי -קודם כל על גאומטריבחטיבת הביניים אפשר להמחיש את רעיון המקום ה

  . דוגמאות מחיי היום יום

  :למשל

ההורים בקשו לא להתרחק מהבית למרחק גדול . רונית מתאמנת לתחרות אופניים

של כל הנקודות שרונית יכולה  גאומטריתוכלו לתאר את המקום ה. מ"ק 1 -מ

  ?להתאמן בהן

עליכם להעביר את . במשחק בנקודה אחת רובץ אריה ובנקודה אחרת רובץ תנין

 גאומטרימהו המקום ה. החייל במרחקים הגדולים ביותר האפשריים מהאריה ותנין

  ?של הנקודות שבהן אפשר להעביר את החייל

  

  ?הזה גאומטריאיזו צורת גרף יכולה להתקבל כמקום ה

  

על פי התנאים , צה המקומית מתירה לבנות בית חדשהמוע. אדם קונה מגרש

 :הבאים

 .מטר לפחות מהכביש הראשי 100במרחק 

 .מטר ממקור אספקת המים לאזור 40לכל היותר 

 .מטר מעמוד מתח גבוה 30במרחק של לפחות 
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  :כדי לעזור בפתרון פתחו את היישומון שבתמונה

בעזרת עכבר " בית"ת הביישומון סמנו את האילוץ אותו תרצו לראות והזיזו א

  .המחשב

  

  

  ?מה לדעתכם משותף לכל הסרטוטים האלה. לפניכם כמה סרטוטים

  

  .יםגאומטריבכל הסרטוטים האלה מופיעים מקומות 

. 
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  : דוגמאות נוספות של מקומות גאומטריים

  המקום הגאומטרי של כל הנקודות שמרחקם מהנקודה הנתונה הוא מספר

  .נקודות 0מכיל , שלילי כלשהו

  0המקום הגאומטרי של כל הנקודות שמרחקם מהנקודה הנתונה הוא מספר .

  .את הנקודה הנתונה עצמה – אחתנקודה רק מכיל המקום הגאומטרי הזה 

  יחידות  3.7המקום הגאומטרי של כל הנקודות שמרחקן מהנקודה הנתונה הוא

נה מעגל שהנקודה הנתו(מכיל אינסוף נקודות המקום הגאומטרי הזה   .אורך

  ).יחידות אורך 3.7היא מרכזו והרדיוס הוא 

  :בבעיות העוסקות במקומות גאומטריים עלינו

 לשער איזו צורה מתקבלת כמקום גאומטרי  

 שייכות לצורה הזאת, בעלות התכונה הנדונה, להוכיח שכל הנקודות  

 ל"להוכיח שעל הצורה הזאת אין אף נקודה שהיא איננה בעלת התכונה הנ ,

  .נקודה שאינה על הצורה לא מקיימת את התכונה כלאו להוכיח ש

  

  ים בתכנית הלימודים החדשהגאומטריהמעגל ומקומות 

  'כיתה ו

 כל נקודה מרוחקת מרחק שווה : יני המעגל כגוןיהתלמיד מכיר את מאפ

 .שלו תהפורמאלימהמרכז אך אינו עוסק בהגדרה 

 התלמיד מכיר דרכים לשרטוט מעגל. 

 וגה והשפעת אורך הרדיוס על גודל המעגלהתלמיד מבין את פעולת המח . 

 התלמיד יודע לחשב שטח והיקף מעגל . 

  'כיתה ז

  .התלמיד יודע לחשב ולכתוב ביטויים אלגבריים לשטח והיקף מעגל
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 'כיתה ט

קבוצת כל הנקודות שמרחקן : "הבאה של המעגל ההתלמיד מכיר את ההגדר

הנקודה היא מרכז . קראת מעגלמסוים קבוע נ מנקודה מסוימת שווה לאורך

  ".המעגל והאורך הקבוע הוא אורך הרדיוס

 .התלמיד מכיר את ההגדרות של מושגים במעגל

  .התלמיד מכיר את  תכונות המעגל ואת המשפטים המתקיימים בו

  )ל"יח 4-5(' כיתה י

 התלמיד מכיר ויודע כיצד למצוא את משוואת המעגל. 

  ריומטגאהתלמיד מכיר את ההגדרה למקום. 

  התלמיד יודע לזהות ולהגדיר את האנך האמצעי לקטע ואת חוצה הזווית

  .רייםגאומטכמקומות 

 )ל"יח 5( 'בכיתה י

 האליפסה וההיפרבולה כמקומות , התלמיד יודע להגדיר את המעגל

 . ים ומכיר את המשוואות המייצגות אותםגאומטרי

  או (ריית גאומטתכונה ריים על פי גאומטהתלמיד יודע למצוא ולזהות מקומות

  . אותן מקיימות קבוצת נקודות) תכונות
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מרחקים  – בניית מקום גאומטרי: 1סדנה 

   שווים מנקודות
כל של  גאומטרימעגל הוא מקום . מעגלהידוע ביותר הוא  גאומטריהמקום ה

   .נקודות הנמצאות במרחקים שווים מנקודה אחת הנקראת מרכז המעגלה

  . ים הדנים במרחקים מנקודות הנתונותגאומטרי נפנה לעוד מקומות

 .גודל המרחק אינו משנה כל עוד הוא נשאר קבוע

1.  

 . לפניכם שתי נקודות נתונות  .א

  .סמנו נקודה אחת הנמצאת במרחקים שווים משתי הנקודות האלה

  

של  גאומטריכנת גיאוגברה סמנו שתי נקודות כלשהן ובנו את המקום הובת  .ב

  .רחקים שווים מהנקודות שסימנתםכל הנקודות הנמצאות במ

  .בדקו שלא טעיתם? איזו צורה קיבלתם    

 גאומטרישרטוט והוסיפו לשרטוט את המקום ההיעזרו ב .ABלפניכם קטע   .ג

  .זאת במיליםונסחו  B - ו Aמהנקודות  של הנקודות הנמצאות במרחק שווה
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  .כנת גיאוגברה סמנו שלוש נקודות אקראיותובת  .2

של כל הנקודות  גאומטריובנו את המקום ה' סעיף א להסתמכו ע

  . הנמצאות במרחקים שווים משלוש הנקודות שסימנתם

  .בדקו שלא טעיתם? איזו צורה קיבלתם

  .שהגדרנו גאומטרייחו שהצורה שקיבלתם היא המקום ההוכ

  

3.  

   ם ויהו המקום הגאומטרי של הנקודות הנמצאות במרחקים שומ  .א

 . הסבירו ונמקו את תשובתכם? מארבע נקודות נתונות      

  .חשבו גם על מקרים ספציפיים  

 

 ידוע שקיימת צורה שהיא מקום גאומטרי של נקודות הנמצאות   .ב

)  -קים שווים מבמרח         2)n n נקודות . 

nמה אפשר להסיק על      מהי הצורה שהיא המקום ? נקודות האלה  

 ?הגאומטרי  
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 :כמה מעגלים שונים אפשר להעביר  .4

 ?דרך נקודה אחת   .א

 ?דרך שתי נקודות   .ב

 ?דרך שלוש נקודות   .ג

 ?2 -מ דרך הנקודות שמספרן גדול   .ד

 ?ים שבהם דנו מעלהגאומטריכיצד שאלות אלו קשורות למקומות    .ה
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  פתרונות והנחיות למדריך

  

1.  

 . לפניכם שתי נקודות נתונות  .א

  .סמנו נקודה אחת הנמצאת במרחקים שווים משתי הנקודות האלה         

  

  
  גאומטרים הכנת גיאוגברה סמנו שתי נקודות כלשהן ובנו את המקוובת   .ב

  .כל הנקודות הנמצאות במרחקים שווים מהנקודות שסימנתםשל           

   .בדקו שלא טעיתם? איזו צורה קיבלתם          

 גאומטרישרטוט והוסיפו לשרטוט את המקום ההיעזרו ב .ABלפניכם קטע   .ג

  .ונסחו זאת במילים B - ו Aמהנקודות  של הנקודות הנמצאות במרחק שווה          

  

  

  .שהגדרנו גאומטריהוכיחו שהצורה שקיבלתם היא המקום ה

 B -ו Aהמקום הגאומטרי של כל הנקודות הנמצאות במרחקים שווים מהנקודות 

  . ABעי לקטע הוא אנך אמצ

  ).7ראה עמוד (בשאלה זו נדגים את שתי אפשרויות ההוכחה הקיימות 

  :עלינו להוכיח את קיומם של שני התנאים הבאים' אפשרות א לפי
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  .כל הנקודות על הצורה מקיימות את התכונה הנתונה  .א

 .כל הנקודות המקיימות את התכונה הנתונה נמצאות על הצורה  .ב

  

   :וכחהה

  .'ואפשרות ב' אפשרות א: ציינו שיש שתי אפשרויות לדון במקום גאומטרי

  .'א אפשרותנתבסס על ה

ת אז היא נמצאת על האנך ונקודה נמצאת במרחק שווה משתי נקודאם נוכיח ש .1

  . האמצעי לקטע העובר דרך הנקודות

AC: נתון CB  

  .נקודה על האנך האמצעי לקטע C  :ל"צ

Cדרך הנקודה  :ע"ב   .AB -נוריד אנך ל  

AC : לפי הנתון . 1 BC  

2. CD   של המשולשים צלע משותפת  

 ACD ו - BCD. ACD  

90ADC  :מבניית העזר .3 CDB     

4 . CDBCDA    ז.צ.לפי צ  

AD   -נקבל ש  מהחפיפה .5 DB  

  .נמצאת על האנך האמצעי Cכלומר הנקודה     

 

  קודה הנמצאת על האנך האמצעי לקטע נמצאת במרחקים כל ננוכיח ש .2

  שווים מקצוות הקטע

AD: נתון DB ,ABED   

C  על האנך האמצעי כלשהי נקודה  

AC: ל"צ BC  

ADלפי הנתון   .1 DB  

ABEDהנתון  לפי  .2   

 ,משולש שבו הגובה הוא גם תיכון  .3

  . הוא משולש שווה שוקיים

  .שווה שוקייםהוא משולש  ABCמכאן 

4.       AC BC  
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   :הוכחה

נמצאת במרחקים  Dנוכיח שנקודה . כלשהי Dעל האנך האמצעי נסמן נקודה 

   .B -ו Aקודות שווים מהנ

  

  

  

  

  

  

BDCADC   - מכאן . משולשים ישרי זוויות שהניצבים שלהם שווים בהתאמה

AD BD .הוכחנו שכל נקודה על האנך האמצעי שייכת למקום הגאומטרי הנדון.  

  . את ההוכחהוסיימנו ' התבססנו על האפרות א

  : 2היינו צריכים להוכיח את הסעיף ב' באם היינו מתבססים על האפשרות 

  .כל נקודה שאיננה על האנך האמצעי איננה שייכת למקום הגאומטרי הנדון

וכיח שכל נקודה שאיננה על האנך האמצעי איננה שייכת למקום הגאומטרי נ. 2ב

  . הנדון

  :נוכיח בדרך השלילה

  

עי שאיננה על האנך האמצ E  נניח שקיימת נקודה

  .הנדון למקום הגאומטרי וגם היא שייכת

AEB הוא משולש שווה שוקיים . 

C – אמצע הבסיס.  

DC– ב . אנך אמצעיAEB גובה מקדקודה E . חייב להיות על האנך האמצעי 

  . קיבלנו סתירה. לא שייכת לאנך האמצעי E  ל להיות כימצב כזה לא יכו

E ההנחה שקיימת נקודה, כלומר שאיננה על האנך האמצעי וגם היא שייכת  

  .תיעהיא הנחה מוט, ום הגאומטרי הנדוןלמק
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  .כנת גיאוגברה סמנו שלוש נקודות אקראיותובת .2

ובנו את המקום הגאומטרי של כל הנקודות הנמצאות ' סעיף א להסתמכו ע

  . במרחקים שווים משלוש הנקודות שסימנתם

 .בדקו שלא טעיתם? איזו צורה קיבלתם

 .שהגדרנו גאומטריהוכיחו שהצורה שקיבלתם היא המקום ה  

המקום הגאומטרי של כל הנקודות הנמצאות במרחקים שווים משלוש הנקודות 

נקודת חיתוך של האנכים האמצעיים של צלעות : נקודה אחת הוא, הנתונות

  .המשולש

  

    :הוכחה

, ,A B C– הן שלוש הנקודות הנתונות.  

 DFו- EF – אנכים אמצעיים . 

F –  הנקודה המשותפת שלהם.  

                                                                               AF CF ,CF BF  

AF                                                                             :מכאן  CF BF    

  

  

כאן היא שמרכז המעגל החוסם את המשולש הנתון הוא המסקנה הנוספת מ

  .נקודת חיתוך של האנכים האמצעיים של צלעות המשולש
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3.  

 ם מארבע ויהו המקום הגאומטרי של הנקודות הנמצאות במרחקים שומ   .א

 . הסבירו ונמקו את תשובתכם? נקודות נתונות           

  .חשבו גם על מקרים ספציפיים           

  

 

  

,ביר שלושה קטעים המחברים בין זוגות הנקודות הנתונותנע ,AD DB BC   .

במקרה כללי האנכים אינם . נעביר אנכים אמצעים של הקטעים האלה

נקודות  4כלומר לא קיימת נקודה שנמצאת במרחקים שווים מכל , נחתכים

  .נקודות 0במקום הגאומטרי יש . הנתונות

, ר להעביר מעגל דרך כל הנקודות הנתונותבמקרה המיוחד שבו אפש

במקום הגאומטרי יש  . מרכז המעגל הוא המקום הגאומטרי המבוקש

 .1נקודה 
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 ידוע שקיימת צורה שהיא מקום גאומטרי של נקודות הנמצאות במרחקים  .ב

) - שווים מ     2)n n נקודות . 

   מהי הצורה שהיא המקום? נקודות האלה nמה אפשר להסיק על          

 ?הגאומטרי         

רק כאשר אפשר להעביר מעגל דרך כל הנקודות , כמו בסעיף הקודם

  מרכז המעגל –כזה  גאומטרייהיה מקום , הנתונות

  

 :כמה מעגלים שונים אפשר להעביר .4

 ?דרך נקודה אחת  .א

  אינסוף מעגלים
  

 ?דרך שתי נקודות  .ב

  עגליםאינסוף מ
  

 ?דרך שלוש נקודות  .ג

  .מעגל אחד
 

  ?2-דרך הנקודות שמספרן גדול מ  .ד

 .מעגל אחד או אף מעגל
 

  ?ים שבהם דנו מעלהגאומטריכיצד שאלות אלו קשורות למקומות   .ה

   מרכז המעגל העובר דרך כל הנקודות הנתונות הוא המקום הגאומטרי של          

  .ווים מהנקודות הנתונותכל הנקודות הנמצאות במרחקים ש          
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מרחק  –בניית מקום גאומטרי : 2סדנה 

   שווה מישרים

1.    

  העבירו ישר כלשהו ובנו את המקום הגאומטרי בתוכנת גיאוגברה   .א

  . של כל הנקודות הנמצאות במרחקים שווים מהישר שהעברתם

 .בדקו שלא טעיתם? איזו צורה קיבלתם

  .הגאומטרי שהגדרנוהוכיחו שהצורה שהתקבלה היא המקום   .ב

 

2.   

העבירו שני ישרים מקבילים כלשהם ובנו את המקום בתוכנת גיאוגברה   .א

הגאומטרי של כל הנקודות הנמצאות במרחקים שווים מן הישרים 

  . שהעברתם

 ?איזו צורה קיבלתם

 .הוכיחו שהצורה שקיבלתם היא המקום הגאומטרי שהגדרנו  .ב

  

   

   המקום  את נחתכים כלשהם ובנו גיאוגברה העבירו שני ישריםבתוכנת  .3

  .של כל הנקודות הנמצאות באותו מרחק מן הישרים שהעברתם גאומטריה
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 ?איזו צורה קיבלתם

  .הוכיחו שהצורה שקיבלתם היא המקום הגאומטרי שהגדרנו

 הגדירו חוצה זוית כמקום גאומטרי

 

נמצאות של הנקודות ה גאומטריכתבו הסבר כיצד אפשר למצוא מקום  .4

ציירו ביד חופשית את הבנייה של . במרחקים שווים מהישר ומהנקודה הנתונים

 גאומטריהוכיחו שהצורה שהתקבלה היא אכן המקום ה. גאומטריהמקום ה

  .אפשר להיעזר בתכנת גיאוגברה. המבוקש
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  הצעות לפתרונות 2פתרונות והנחיות למדריך

 

1.  

 הו ובנו את המקום הגאומטרי העבירו ישר כלשבתוכנת גיאוגברה    .א

  . של כל הנקודות הנמצאות במרחקים שווים מהישר שהעברתם           

 .בדקו שלא טעיתם? איזו צורה קיבלתם           

  .הוכיחו שהצורה שהתקבלה היא המקום הגאומטרי שהגדרנו   .ב

  

  

  

  . כלשהי Dנקודה  נסמןהנתון  ABעל הישר 

  . ABאנך לישר  נעביר Dדרך הנקודה 

  . G- ו Eהנקודות  ,Dאת המרחק הנתון מהנקודה נקצה על שני צדדי האנך 

  .AB -לישרים מקבילים  נעבירלה דרך הנקודות הא

.הדרוש גאומטרישני הישרים האלה הם המקום ה

  

2.  

 העבירו שני ישרים מקבילים כלשהם ובנו את המקום בתוכנת גיאוגברה    .א

  הגאומטרי של כל הנקודות הנמצאות במרחקים שווים מן הישרים          

  . שהעברתם          

 ?צורה קיבלתםאיזו       

 .הוכיחו שהצורה שקיבלתם היא המקום הגאומטרי שהגדרנו  .ב
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הדרוש אמור להיות קו ישר  גאומטריעל סמך הסעיף הקודם ברור שהמקום ה

  .מקביל לשני הישרים הנתונים הנמצא במרחק הנתון מהישרים הנתונים

מהמרחק שנתון  2 המצב אפשרי רק אם המרחק בין הישרים הנתונים גדול פי

  . כזה לא קיים גאומטריבכל המקרים האחרים מקום . גאומטריום הבמק

  

   המקום  את גיאוגברה העבירו שני ישרים נחתכים כלשהם ובנובתוכנת  .3

  .של כל הנקודות הנמצאות באותו מרחק מן הישרים שהעברתם גאומטריה     

  

  

  

  

  

  

  

  

 ?איזו צורה קיבלתם       

  .המקום הגאומטרי שהגדרנוהוכיחו שהצורה שקיבלתם היא        

 .הגדירו חוצה זוית כמקום גאומטרי       

  

  

 :נקודות השייכות למקום הגאומטרי הדרוש 4נוכל לסמן ' על סמך הסעיף א

  ,  ,  ,M L K J .  

נוכיח שכל נקודה על חוצה הזווית . נעביר חוצה זווית של שתי זוויות קדקודיות

  .רים הנתוניםנמצאת במרחקים שווים מהיש
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 GEF HEF  ) זוויות שוות בהתאמהמשולשי ישרי זוויות שבהם שתי ,EF-  צלע

FG מכאן ).משותפת FH.  גם חוצה הזווית של שתי הזוויות האחרות עונה על

   :אותה דרישה

  

ה על חוצי הזוויות אך נמצאת במרחקים נשאר להוכיח שאין נקודה אחרת שאיננ

  .שווים מהישרים הנתונים

  :נוכיח בדרך השלילה

שאיננה על חוצה זוויות והיא נמצאת במרחקים שווים מהישרים  Iנניח שיש נקודה 

  .הנתונים

  

EKIEJI   
  

JEIמכאן  KEI  עם העובדה שהנקודה מה שמהווה סתירה Iאיינה על חוצה 

  .כלומר שני חוצי הזוויות הם המקום הגאומטרי המבוקש .זווית

חוצה זווית כמקום גאומטרי של כל אפשר להגדיר ל "על סמך התשובה הנ

  .הנקודות הנמצאות במרחקים שווים מקרני הזווית
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  של הנקודות הנמצאות  ומטריגאכתבו הסבר כיצד אפשר למצוא מקום  .4

ציירו ביד חופשית את הבנייה של . במרחקים שווים מהישר ומהנקודה הנתונים

 גאומטריהוכיחו שהצורה שהתקבלה היא אכן המקום ה. גאומטריהמקום ה

 .אפשר להיעזר בתכנת גיאוגברה. המבוקש

  

   

  

  .AB וןנתון מהישר הנתהנבנה מקום גאומטרי של הנקודות הנמצאות במרחק 

נתון מהנקודה הנתונה הנבנה מקום גאומטרי של הנקודות הנמצאות במרחק 

C.   

נקודות החיתוך . ל"הנ המקומות הגאומטרייםשני נמצא את נקודות החיתוך של 

  .דרושנהאלה האם המקום הגאומטרי ה
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נקודות מיוחדות במשולש : 3סדנה 

  ומקומות גאומטריים

  .במשולש גבהיםביישומון השתמשו   .1

  .במשולש העברנו שני גבהים. כל קדקודיו של המשולש נמצאים על מעגל      

  דקודים של המשולש על המעגל ועקבו אחרי המקוםהניעו את אחד הק     

  ?גאומטרימהו המקום ה. שיוצרות נקודות החיתוך של הגבהים גאומטריה     

   .הוכיחו     

  :גאומטריהשתמשו באפשרות מקום      

  

  

  

  .במשולש תיכוניםהשתמשו ביישומון   .2

  .במשולש העברנו שני חוצי זוויות. כל קדקודיו של המשולש נמצאים על מעגל

הניעו את אחד הקדקודים של המשולש על המעגל ועקבו אחרי המקום 

  השתמשו באפשרות(שיוצרות נקודות החיתוך של חוצי הזוויות  גאומטריה

  ).גאומטרי מקום 

  .יחוהוכ? גאומטרימהו המקום ה

  

  

  .במקביל גבהיםהשתמשו ביישומון  .3

קדקוד אחד של המשולש זז על ישר מקביל לצלע של . ביישומון מופיע משולש

  .במשולש העברנו שני גבהים. המשולש שהקדקוד אינו שייך לה

הקדקודים של המשולש על הישר ועקבו אחרי המקום  הניעו את אחד

השתמשו באפשרות מקום (שיוצרות נקודות החיתוך של הגבהים  גאומטריה

 .הוכיחו? גאומטרימהו המקום ה. )גאומטרי
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  הצעות לפתרונות 2פתרונות והנחיות למדריך

  

  .גבהים במשולשביישומון השתמשו  .1

  .במשולש העברנו שני גבהים. כל קדקודיו של המשולש נמצאים על מעגל     

  הניעו את אחד הקדקודים של המשולש על המעגל ועקבו אחרי המקום     

  ?מהו המקום הגאומטרי. הגאומטרי שיוצרות נקודות החיתוך של הגבהים     

   .והוכיח     

  :גאומטריהשתמשו באפשרות מקום      

  

  תרו

  נות

  

E-  נקודת החיתוך של הגבהים במשולשBCD . 

K-  נקודת החיתוך של הגבהים במשולשDJC שהתקבל מהמשולשBCD  על ידי

   .מעגל על Bהזזה כלשהי של הקדקוד 

  .אפשר להעביר מעגל K-ו Eנוכיח שדרך הנקודות 

DKM DJC  זוויות שהקרניים שלהן מאונכות בהתאמה.  



  המעגל ומקומות גיאומטריים אחרים                                                             ב"בחט הבית ספרי למתמטיקה אוגדן למדריך 34
 המרכז הארצי למורים למתמטיקה בחינוך העל יסודי

 

DEF ABC 
 

  . זוויות שהקרניים שלהן מאונכות בהתאמה

DJC ABC  זוויות היקפיות הנשענות על אותו מיתר .  

DKM: מכל אלה נובע DEF 
  

DKC: מכאן DEC 
  

   .זוויות צמודות לזוויות שוות

,דרך הנקודות : מכאן , ,E K C D ר להעביר מעגל שבואפש DKC ו- DEC
 

הן 

  .זוויות היקפיות

  

  

  

  .תיכונים במשולשהשתמשו ביישומון  .2

   במשולש העברנו שני חוצי . מעגלכל קדקודיו של המשולש נמצאים על       

  .זוויות      

  הניעו את אחד הקדקודים של המשולש על המעגל ועקבו אחרי המקום       

  השתמשו באפשרות(שיוצרות נקודות החיתוך של חוצי הזוויות  גאומטריה      

  ).גאומטרי מקום      

  .הוכיחו? גאומטרימהו המקום ה      

  .זזה על מעגל Eנקודה , היא נקודת החיתוך של התיכונים Hבסרטוט נקודה 

שית הצירים אבר יהיהכך שמרכז המעגל , נמקד את המשולש במערכת צירים

  . Xמקבילה לציר  DCוצלע 

   .rנניח שרדיוס המעגל הוא 
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: נסמן את שיעורי הנקודות 1 1H x , y ,   ( , )E x y ,  ( , )C a b ,  ( , )D a b –  

, נמצאת על המעגל Eמכיוון שנקודה . נקודה השייכת למקום הגאומטרי הנדון

222מתקיים  ryx   

 

 F–  אמצע הקטעDC .לכן שיעורי הנקודות הם: F 0. b.  

 H  מחלקת את התיכוןEF  לכן שיעורי הנקודותה שך . 2:1ביחסH הם: 

  3

2)(1
,

3

201 22

11
xrb

y
x

x





  

 הביטוי של הקואורדינטהy xבאמצעות   3             :הוא  

2

3

22

1
xrb

y






 

 

 מכאן המקום הגאומטרי של הנקודות החיתוך של התיכונים הוא מעגל. 
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 .גבהים במקבילומון השתמשו בייש .3

  קדקוד אחד של המשולש זז על ישר מקביל לצלע. ביישומון מופיע משולש

  .במשולש העברנו שני גבהים. של המשולש שהקדקוד אינו שייך לה

    ל הישר ועקבו אחרי המקום הניעו את אחד הקדקודים של המשולש ע

  השתמשו באפשרות(שיוצרות נקודות החיתוך של הגבהים  גאומטריה

 .הוכיחו? גאומטרימהו המקום ה. )גאומטרי מקום 

זזה על הישר  Cנקודה , היא נקודת החיתוך של הגבהים Dבסרטוט נקודה 

  :ABהמקביל לצלע 

  

נמצאת בראשית הצירים  Aכך שנקודת , נמקד את המשולש במערכת צירים

  .Xנמצאת על ציר  ABוצלע 

: נסמן את שיעורי הנקודות  A 0,0 ,    B a,0 ,   C x,b ,   D x, y . 

D –  נקודה השייכת למקום הגאומטרי הנדון. 

  . הם קווים מאונכים AD -ו BCהקווים 

1                                                                              :מכאן



ax

b

x

y    

                                                                               :מכאן
b

xxa
y

)( 
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  :קיבלנו שהמקום הגאומטרי הנדון הוא פרבולה
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הגדרות שונות למעגל כמקום : 4סדנה 

  גאומטרי

  

גרייסי וינצקי ורוזה לייקין המחלקה " / הגדרות שקולות"הסדנה לקוחה מתוך 

  .1997אוגוסט / חיפה, להוראת הטכנולוגיה והמדעים הטכניון

  .בסדנה נדון בשקילות של הגדרות שונות של מעגל

של נקודות במישור  גאומטרימעגל הוא מקום : הזונתחיל מהגדרת המעגל 

  ).מרכז המעגל(הנמצאים במרחק שווה מנקודה אחת 

  .יםגאומטריהתיאורים של מקומות  2לפניך דף המכיל 

     

  של נקודות במישור מהן רואים קטע נתון בזווית גאומטריהמקום ה :1תיאור 

  .ישרה               

: קודות במערכת צירים קרטזית המקיימותשל נ גאומטריהמקום ה :2תיאור 

  222 Ryx  ,כאשרR   .מספר ממשי   

  

  .עבור כל תיאור בדקו האם הוא מתאר מעגל בהתאם להגדרתו מעלה .1

 

  .הצדיקו את טענתכם על ידי הוכחה .2

  

 .רומצאו קשרים רבים ככל האפשר בין המקומות הגאומטריים שהוגד  .3
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4.   

 .הסבירו? ל יכולים להוות הגדרת מעגל"כל אחד מהתיאורים הנהאם   .א

חור אחד התיאורים כהגדרה בסיסית של מעגל האם באם הייתם צריכים ל  .ב

? או הייתם בוחרים הגדרה אחרת, הייתם בוחרים בהגדרה בסדנה כבסיסית

  .הסבירו
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  ונותהצעות לפתר 2פתרונות והנחיות למדריך

 
יש , רי של נקודותגאומטכשמוכיחים שתיאור כלשהו  מייצג מקום  :הערה חשובה

יש להראות כי כל נקודה ). תנאי הכרחי ומספיק(להוכיח את המשפט והיפוכו 

ויש , רי של הנקודות מקיימת את התכונה המשותפתגאומטהשייכת למקום ה

רי של גאומטם הלהראות להיפך שכל נקודה המקיימת את התכונה שייכת למקו

  . הנקודות

  

גרייסי וינצקי ורוזה לייקין המחלקה " / הגדרות שקולות"הסדנה לקוחה מתוך 

  .1997אוגוסט / חיפה, להוראת הטכנולוגיה והמדעים הטכניון

  .בסדנה נדון בשקילות של הגדרות שונות של מעגל

   רי של נקודות במישור גאומטמעגל הוא מקום : נתחיל מהגדרת המעגל הזו

  ).מרכז המעגל(במרחק שווה מנקודה אחת  ותהנמצא

  .התיאורים של מקומות גאומטריים 2לפניך דף המכיל 

  

  של נקודות במישור מהן רואים קטע נתון בזווית גאומטריהמקום ה :1תיאור  

  .ישרה                

  : של נקודות במערכת צירים קרטזית המקיימות גאומטריהמקום ה :2תיאור    

                  2 2 2x y R  ,כאשרR   .מספר ממשי   

  

 עבור כל תיאור בדקו האם הוא מתאר מעגל בהתאם להגדרתו מעלה.  

 הצדיקו את טענתכם על ידי הוכחה.  

 מצאו קשרים רבים ככל האפשר בין המקומות הגאומטריים שהוגדרו. 

   

 שאלות לדיון

 .הסבירו? ל יכולים להוות הגדרת מעגל"ד מהתיאורים הנכל אחהאם   .א

 אם הייתם צריכים לבחור אחד התיאורים כהגדרה בסיסית של מעגל  האם  .ב

  ?או הייתם בוחרים הגדרה אחרת, ייתם בוחרים בהגדרה בסדנה כבסיסיתה

  .הסבירו
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רי המתקבל הוא מעגל  שמרכזו באמצע הקטע גאומטהמקום ה :1תיאור 

AB  ואורך הרדיוס שלו שווה למחצית האורך של קטעAB , ללא שתי

  . קצוות הקטעבהנקודות ש

אינו מתאר מעגל בהתאם להגדרה הנתונה היות ושתי  1תיאור : מסקנה

  . נקודות הקצה אינן נכללות בו

  

  

  

  : הוכחה

   :1כיוון 

  , Oרכזו שייכת למעגל שמ Cהנקודה : נתון

90ACB:  ל"צ     

  ,90 -זווית היקפית הנשענת על קוטר שווה ל

  90 -בזווית של  Cולכן כל נקודה שממנה יראו את הקטע 

  .Oתיהיה שייכת למעגל 

  

   :2כיוון 

  . בזווית ישרה ABרואים קטע  Cמנקודה  :נתון

ואורך הרדיוס שלו  ABשייכת למעגל שמרכזו באמצע הקטע  Cנקודה : ל"צ

   .ABשווה למחצית האורך של קטע 

  :הוכחה       

90ACB :נתון            

  . ABC המשולש מרכז המעגל החוסם את O: ל"צ        

        O  אמצעAB     למחצית היתר ומכאן  התיכון ליתר במשולש ישר זווית שווה,  

AO: ש         BO CO       O    .הוא הרדיוס שלו AO -מרכז המעגל ו     

 
  

  

R
A  BR R

C 

O

A  B

O
A  B

C 
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  : 2תיאור 

  . Rשמרכזו בראשית הצירים ורדיוסו רי המתקבל הוא מעגל גאומטהמקום ה

   :1כיוון 

אם הנקודה  yxM   אז היא  Rורדיוסו  Oנמצאת על המעגל מרכזו  ,

222מקיימת   Ryx .    

הנקודה  yxM   , שייכת למעגל ,

  .X-ך לציר הנוריד אנ Mמנקודה 

  ישר זווית   ONMמשולש 

222:  ולפי פיתגורס מתקיים Ryx   

  .כל נקודה על המעגל מקיימת את התכונה          

  

   :2כיוון 

222אם נקודה מקיימת  Ryx את על מעגל שמרכזו אז היא נמצO   

    .Rורדיוסו  

222לפי הנתון     Ryx  , נמקם את המשולש  

ABO  צירים כך שקדקוד הזווית הבמערכת  

  .בראשית הצירים הישרה 

  .Y-נעלה אנך לציר ה Aמנקודה  

X-נעלה אנך לציר ה Bמנקודה    .  

   .הוא מלבןAOBMמהבניה נקבל שמרובע 

RMOAB       :אלכסוני המלבן שווים זה לזה ומכאן   

  .Rורדיוסו  Oמצאת על המעגל שמרכזו הנקודה נ   

היות וכל הנקודות  .מתאר מעגל בהתאם להגדרה הנתונה 2תיאור  :מסקנה

222 משוואהב המיוצגות Ryx   במקרה זה (מרוחקות מרחק קבוע מנקודה אחת

  ).ראשית הצירים

y

y 

x O

R

 yxM ,

x N

x O

y

y 

x 

 yA ,0

  

 0,xB

R

 yxM , 
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  מעגל אפולוני  :5' מססדנה 
  

אחד המתמטיקאים , הוא מדען ביוון העתיקה) לפני הספירה 262-190(אפולוני 

, משפטים 400אפולוני הוכיח כמעט . בזמנו והאסטרונומים המשפיעים ביותר

עסק בחיתוכים , טוטהפאסימ, היפרבולה, פרבולה, המציא את המונחים אליפסה

 "מעגל אפולוני"שנדון כאן נקרא  ריגאומטהמקום ה .מכניקה ואופטיקה, קוניים

  :וניתן לתיאור באופן הבא

  

  שיחס מרחקיהן משתי נקודות , המקום הגאומטרי של נקודות במישור: 3 תיאור

. נתונות הוא קבוע   






  0,,: aRaa

BC

AC
C  

 :נניח ש .1

  . B -ו Aנתונות נקודות 

 :הוא קבוע CB -ו ACהיא כזאת שהיחס בין אורכי הקטעים  Cשנקודה נתון 

 :  AC CB a)a   ).מספר חיובי כלשהו -  

מצאו מקום גאומטרי של הנקודות שהיחס של המרחקים שלהן משתי הנקודות 

  .הוא מספר קבוע הנתונות

  

 :נניח ש .2

  .AB הנמצאת מחוץ לישר Cונתונה נקודה  B -ו Aנתונות שתי נקודות 

  :הוא קבוע  CB -ו  AC  נתון שהיחס בין אורכי הקטעים

:  AC CB a   )a  ).מספר חיובי כלשהו -  
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  מצאו מקום גאומטרי של הנקודות שהיחס של המרחקים שלהן משתי הנקודות

  .הנתונות הוא מספר קבוע

  ?אפולוני" מעגל"מדוע המקום הגאומטרי הזה נקרא 

  .המעגל ואת הרדיוס שלו מצאו את מרכז
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  הצעות לפתרונות 2פתרונות והנחיות למדריך

 

 :נניח ש .1

  . B - ו Aנתונות נקודות      

 :הוא קבוע  CB -ו  AC היא כזאת שהיחס בין אורכי הקטעים Cנתון שנקודה      

 :AC CB a       )a  - מספר חיובי כלשהו.(  

  מצאו מקום גאומטרי של הנקודות שהיחס של המרחקים שלהן משתי הנקודות     

  .הנתונות הוא מספר קבוע    

  : חשבו על שני מקרים
  :B-וAבין הנקודות  AB נמצאת על הישר C נקודה  .א

  
 
  :AB מחוץ לקטע AB נמצאת על הישר C נקודה  .ב

 

  :הוכחה    

Cנקודה  .א   :B-ו A בין הנקודות AB נמצאת על הישר  

 

 CBaAC   

)1(  aCBCBACAB       

 ABaCB  )1(       

1


a

AB
CB      
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Cנקודה  .ב   :AB  מחוץ לקטע AB מצאת על הישר נ  

 

 CBaAC       

)1(  aCBCBCBaCBACAB             

1


a

AB
CB      

  .המקום הגאומטרי מכיל רק שתי נקודות

  

  :נניח ש .2

  .   AB הנמצאת מחוץ לישר Cונתונה נקודה  B -ו Aנתונות שתי נקודות 

      :הוא קבוע  CB -ו  AC  נתון שהיחס בין אורכי הקטעים

:AC CB a )a  ).מספר חיובי כלשהו -  

  

 

  מצאו מקום גאומטרי של הנקודות שהיחס של המרחקים שלהן משתי הנקודות

  .הנתונות הוא מספר קבוע

  ?אפולוני" מעגל"מדוע המקום הגאומטרי הזה נקרא 

  .מצאו את מרכז המעגל ואת הרדיוס שלו

.ACD של הזווית CDנבנה את חוצה הזווית 
 

  

  

  

a                                            : על פי תכונת חוצה הזווית נקבל
DB

DA

CB

AC
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D שייכת למקום הגאומטרי.  

  .FCEשל הזווית החיצונית  CDנבנה את חוצה הזווית 

  

  .שייכת למקום הגאומטרי Fבדומה למקרה הקודם 

  . היא זווית בין חוצי הזוויות של שתי זוויות צמודות FCAזווית 

  . היא זווית ישרה FCAזווית : מכאן

  . ABנמצאת על מעגל שקוטרו הוא  C נקודה לכן

שייכת למקום הגאומטרי  ABכל נקודה הנמצאת על המעגל שקוטרו הוא , כלומר

  . שאותו אנחנו מחפשים

  .קיבלנו מעגל אפולוני
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ל כמקום תלות המעג: 6סדנה 

  בהגדרת המרחק הגאומטרי

גרייסי וינצקי ורוזה לייקין המחלקה " / הגדרות שקולות"הסדנה לקוחה מתוך 

  .1997אוגוסט / חיפה, להוראת הטכנולוגיה והמדעים הטכניון

  

   דף הגדרות

מרחק בין שתי נקודות במישור  :מרחק  bb yxB , ,  aa yxA יה הוא פונקצ,

. שמעתיקה את קבוצת הזוגות של הנקודות במישור לקבוצת המספרים הממשיים

  .על פונקציה זו לקיים את התנאים הבאים הנקראים אקסיומות המרחק

1. BA       0, BAd;  0, BAd  .B- ו Aלכל    

2.    ABdBAd ,,   לכלA ו- B. 

3.      CAdCBdBAd ,,,  לכלA ,B ו- C.  

  

  :B-ו Aלפניכם כמה הגדרות של מרחק בין שתי נקודות 

   :1הגדרה      22, baab yyxxBAm   

  :2הגדרה   abab yyxxBAt ,  

  :3הגדרה    abab yyxxBAl  ;max,  
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1.  l(A,B), t(A,B), m(A,B) - הן שלוש פונקציות התלויות כל אחת בשני משתנים :

  הפונקציה מתאימה מספר שהוא המרחק בין הנקודות B -ו Aלכל זוג נקודות 

mשהפונקציות הראו   .א , t ו- l מקיימות את אקסיומות המרחק. 

חק קבוע מנקודה של כל הנקודות הנמצאות במר גאומטריהוא מקום מעגל   .ב

  -תארו מעגלים בהתאם לכל אחת מהגדרות המרחק מעלה . נתונה

mהפונקציות  , t ו- l . 

 

 

2.  

B:  - ו Aשל מרחק בין נקודות  1הגדרה   .א     22, baab yyxxBAm . 

 ?של מרחק בין שתי נקודות 1איך נראה המעגל בהתאם להגדרה          
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B:   - ו Aשל מרחק בין נקודות  2הגדרה   .ב  abab yyxxBAt ,. 

  ?רחק בין שתי נקודותשל מ 2איך נראה המעגל בהתאם להגדרה     

  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

B : - ו Aשל מרחק בין נקודות  3הגדרה   .ג   abab yyxxBAl  ;max,. 

  ?של מרחק בין שתי נקודות 2איך נראה המעגל בהתאם להגדרה     
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  הצעות לפתרונות 2והנחיות למדריךפתרונות 

  

1. l(A,B), t(A,B), m(A,B) -  הן שלוש פונקציות התלויות כל אחת בשני  

  הפונקציה מתאימה מספר שהוא המרחק  B - ו Aלכל זוג נקודות : משתנים     

  .בין הנקודות     

 .מקיימות את אקסיומות המרחק l -ו m, tשהפונקציות הראו   .א

 של כל הנקודות הנמצאות במרחק קבוע  גאומטריהוא מקום מעגל   .ב

  –תארו מעגלים בהתאם לכל אחת מהגדרות המרחק מעלה . נתונה נקודהמ   

 . l -ו m, t הפונקציות   

  

 נראה שהפונקציה     22, baab yyxxBAm   מקיימת את שלוש  

  . אכסיומות המרחק  

   :ל"צ .1

BA  .א  אם ורק אם  0, BAm  

                                                                            . ב  0, BAm  לכלA ו-B  

   :כיוון א  

BA                                                                                                 :נתון   

                                                                                               :ל"צ  0, BAm  

BA                                                                                                        נציב                      

                                            ונקבל      000, 22  aaaa yyxxAAm  

  :כיוון ב

                                                                                       :נתון  0, BAm  

BA                                                                                                    :ל"צ   

                                                                                        נציב  0, BAm  
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                                                                ונקבל     2 2
, 0a b a bm A B x x y y                                

a :אם מתקיים רק bx x  וגם a by y       

A                                                                                                  :לכן B 

  0, BAm  לכלA ו -B הפונקציה , 1ה כי לפי הגדרm  מוגדרת על ידי פונקציה

ובהתאם להגדרה , 0הריבוע יכול להיות חיובי או . השורש של סכום ריבועים

  . מקבלת ערכים חיוביים או אפס בלבד mהפונקציה 

                                                            :ל"צ .2   ABmBAm ,,   לכלA ו - B  

           ABmyyxxyyxxBAm ababbaba ,, 2222   

                                             :ל"צ .3     CAmCBmBAm ,,,  לכלA ,B ו - C  

שהמרחק הקצר י שיוון המשולש הנובע מכך זהו למעשה תרגום אלגברי לא

,הקטעים  :ביותר בין שתי נקודות הוא הקו הישר ,AB BC AC יכולים ליצור   

  . משולש או להתלכד לקטע

                      : במקרה של המשולש נקבל     CAmCBmBAm ,,,    

                                      : ובמקרה של הקטע נקבל     CAmCBmBAm ,,,   

 קיבלנו שהפונקציה     22, baab yyxxBAm   מקיימת את שלוש

  . האכסיומות של המרחק

  

 נראה שהפונקציה  abab yyxxBAt ,  מקיימת את שלושת אכסיומות

 . המרחק

BA: ל"צ .1  אם ורק אם  0, BAt  וגם  0, BAt  לכלA ו-B  
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   :כיוון א

BA                                                                                                : נתון   

                                                                                                 : ל"צ  0, BAt

BA                                                                                                        נציב    

                                                                  :ונקבל  0,  aaaa yyxxBAt  

  :כיוון ב

                                                                                          : נתון  0, BAt  

BA                                                                                                 :ל"צ   

                                                                                           :נציב  0, BAt  

                                                                  :ונקבל  0,  aaaa yyxxBAt

סכום זה . סכום שני מספרים שווה לאפס אם מדובר בשני מספרים נגדיים

מורכב משני ערכים מוחלטים כלומר שני המספרים הם חיוביים ולכן 

a :כאשר  האפשרות היחידה מתקבלת bx x וגם a by yכלומר אם: A B.  

י סכום של ערכים מוחלטים של מספר ולכן  "מוגדרת ע tינו שהפונקציה רא

  0, BAt  לכלA ו - B.  

     :ל"צ .2   ABtBAt ,,   לכלA ו- B:  

   ABtyyxxyyxxBAt babaabab ,,   

   : ל"צ .3     CAtCBtBAt ,,,   לכל A ,B ו- C:  

                                        bcbcabab yyxxyyxxCBtBAt  ,, 

  

yxyx                                                :לפי אי שיוון המשולש מתקיים  

          : ולכן

        bcabbcabbcabbcab yyyyxxxxyyyyxxxx   
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acacbcabbcab yyxxyyyyxxxx  

                                              CAtyyxxyyxx cacaacac ,  

  קיבלנו שהפונקציה  abab yyxxBAt ,  מקיימת את שלוש האכסיומות

 .של המרחק

   נראה שהפונקציה   abab yyxxBAl  ;max,   

  . אכסיומות המרחקמקיימת את שלוש 

BA:ל"צ .1  אם ורק אם  0, BAl. וגם  0, BAl  לכלA ו-B.  

   :כיוון א  

BA                                                                                               : נתון   

                                                                                                :ל"צ  0, BAl  

BA                                                                                                נציב                             

                                               ונקבל      00;0;max,  aaaa yyxxAAl  

  :כיוון ב

                                                                                          :נתון  0, BAl  

BA                                                                                               :ל"צ   

                                                                                             נציב  0, BAl  

                                                             ונקבל    0;max,  abab yyxxBAl                          

לי בין שני מספרים שהם ערכים אהפונקציה מחזירה את הערך המקסימ

אם ערך . של שתי הנקודות y-ושיעורי ה x-מוחלטים של הפרשי שיעורי ה

a :מתקיים רי שבהכרחזה שווה לאפס ה bx x וגם a by y כלומר          

A B.       

לי של שני ערכים מוחלטים ולכן אמקבלת את הערך המקסימ lהפונקציה 

  0, BAl  לכלA ו-B.  
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a b

a b
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a b
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| | | |a b

a b


 

: ל"צ .2   ABlBAl ,,   לכלA ו- B.  

       ABlyyxxyyxxBAl babaabab ,;max;max,   

: ל"צ .3     CAlCBlBAl ,,,  לכלA ,B ו- C.  

  
  :להגדרות בהתאם המרחקים את נפרט

  
   abab yyxxBAl  ;max,        bcbc yyxxCBl  ;max,

   acac yyxxAClCAl  ;max),(,  

  
  :אחרת המרחק את נכתוב

  
     

 )()(;)()(max

;max;max),(,

cbbcabbc

abbcabbcacac

yyyyxxxx

yyyyxxxxyyxxAClCAl




  

  :נסמן הכתיבה על להקל כדי
  

'''' )(           )(       )(       )(

)(           )(       )(       )(

dyycyybyyayy

dxxcxxbxxaxx

abbcabbc

abbcabbc




  

  
  :את הסימנים בנוסחאות המרחקים נציב

    '' ;max ;max),(),( bbaaCBlBAl   

  )1(                                            המרחקים הזה שווה לגדול בין הסכומים סכום
  
  
  
  
  

                :את הסימנים במרחק השלישי נציב '' (|),||(|max),( babaCAl   

  )2(                                           המרחקים הזה שווה לגדול בין הסכומים סכום
  
  
  

  ): 2(-ו) 1(את  נשווה

||||בשניהם התוצאה היא : ראשונה אפשרות ba     או'' ba  ,  

                                                                   :כלומר     CAlCBlBAl ,,,   
  



  המעגל ומקומות גיאומטריים אחרים                                                             ב"הבית ספרי למתמטיקה  בחט אוגדן למדריך 60
 המרכז הארצי למורים למתמטיקה בחינוך העל יסודי

 

||||התוצאה היא ) 1(ב : שנייה אפשרות ' ba      או|||| 'ba  , סימן ש|||| ba      וגם
'' ba מהתוצאה קטנים ,  

                                                                       כלומר     CAlCBlBAl ,,,   

  

                               קיבלנו שהפונקציה   abab yyxxBAl  ;max,  

  .מקיימת את שלוש האכסיומות של המרחק

    

2.  

B :-ו Aשל מרחק בין נקודות  1הגדרה    .א     2 2
, b a a bm A B x x y y   . 

 ?של מרחק בין שתי נקודות 1איך נראה המעגל בהתאם להגדרה           
    

  

  

  

  

  
  

                        :1המעגל בהתאם להגדרה      22, abab yyxxBAm   
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  :הסבר

: נניח ש 0,0A : נקבל 1בהתאם להגדרה     2 2, b bt A B x y R    

2: כלומר 2 2
b bx y R   הצירים בראשית שמרכזו מעגלשמוכרת לנו כמשוואת.  

  

B:   - ו Aשל מרחק בין נקודות  2הגדרה   .ב , b a b at A B x x y y   . 

  ?של מרחק בין שתי נקודות 2איך נראה המעגל בהתאם להגדרה          

  

 

 

 

 

 

 

  

  

                                  :2המעגל בהתאם להגדרה   abab yyxxBAt ,  
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  :הסבר

: נניח ש 0,0A   2בהתאם להגדרה   

                                                                      :נקבל  , b bt A B x y R    

0xעבור    0וגםy  נקבל שהישרx y R   . תוחם את המעגל ברביע הראשון  

0xעבור    0וגםy   נקבל שהישרx y R    . תוחם את המעגל ברביע השני  

0xעבור    0וגםy  נקבל שהישרx y R   ע יתוחם את המעגל ברב  

 . השלישי

0xעבור    0וגםy   נקבל שהישרx y R    . תוחם את המעגל ברביע הרביעי  
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B : - ו Aשל מרחק בין נקודות  3הגדרה   .ג   , max ;b a b al A B x x y y  . 

  ?של מרחק בין שתי נקודות 2איך נראה המעגל בהתאם להגדרה          

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                        :3המעגל בהתאם להגדרה    abab yyxxBAl  ;max,  

  

  :הסבר

:נניח ש 0,0A    3בהתאם להגדרה . נקודה כלשהי B-ו  

: נקבל
                    , max ;b bl A B x y נסמן :   , max ;b bl A B x y R   

xל עבור כל נקודה השייכת למעגל מתקיים "מכאן נובע שלפי ההגדרה הנ R 

xאו  R  ,  או y R  y או   R . ריבוע הוא" מעגל"הקיבלנו שבמקרה הזה .   
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  חפש את המטמון" פיצוח: "7סדנה 
לקראת חגיגות שנות השישים החליטו ברשות העתיקות לחשוף את תעלומת 

בחפירות . כתבי הסתרים אר התגלו זה מכבר בחפירות ארכיאולוגיות אי שם בארץ

את  נמצאו שלושה קנקני חרס עתיקים בהם קלפים עם כתבי סתרים המתארים

צורפה מפה המתארת את איזור , כמו כן. מקומם של שלושה מטמונים עתיקים

בחידת הכדים תוכלו להיעזר גם . הוטמנו המטמונים, פ ההשערה"שם ע, החפירות

  .ביישומון האינטראקטיבי המצורף מטה

  

המערה ואת , האבן הענקית, בסיור באתר העתיקות הצליחו לאתר את העצים

היכן כדאי לדעתכם , פ כתבי החידה"ע. במפה המצורפת דרך היין כמתואר

מטבעות הזהב וכד , תרומת המקדש: לחפור כדי לגלות את שלושת המטמונים

  ?היין

.בו תוכלו להיעזר בפתרון חידת הכדים המטמון מפת :יישום דינאמילפניכם 

ם
יי
ר
ט
מ
או
גי

ת 
מו
קו
מ
 ו
ל
עג
מ
ה

 

 .א

 .ב

.ג
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  הצעות לפתרונות 2פתרונות והנחיות למדריך

החלטנו להטמין באדמה את התרומה , כאן בשנה השנייה למרד נגד הרומאים  .א

המטמון הוסתר במרחק שווה מעץ הברוש הגבוה ומן האבן . שהבאנו למקדש

  .אמה מהאלון הזקן 200, הענקית

  אוסף כל הנקודות הנמצאות

חק שווה מן הברוש והאבן במר

נמצא על האנך האמצעי לקטע 

  .המחבר בין הברוש והאבן

 200אוסף כל הנקודות הנמצאות 

אמה מהאלון מתאר מעגל 

  .ומרכזו באלון 200ברדיוס 

לכן המטמון של תרומת המקדש 

עשוי להימצא באחד משתי 

נקודות החיתוך של שני 

, המקומות הגאומטריים הללו

תוך בין האנך שתי נקודות החי

  .האמצעי והמעגל

 200מקום המטמון  .נאלצנו להטמינם באדמה... מטבעות הזהב כבדים מדי  .ב

אמות  300-אמות מהקטע המחבר את הכניסה למערה עם עץ הברוש התמיר ו

 .מאמצע קטע זה
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  הפעם יהיה עלינו לחפור בארבעה מקומות שונים 

  .בכדי לגלות את המטמון 

  300נקודות הנמצאות אוסף כל ה

  אמה מנקודת אמצע הקטע בין

  הברוש והמערה מתאר מעגל

  .ומרכזו בנקודה זו 300ברדיוס 

  אמות  200אוסף כל הנקודות הרחוקות 

  .מהקטע  הם שני קווים המקבילים לקטע זה

  לכן המטמון של מטבעות הזהב עשוי להימצא בארבע נקודות החיתוך בין המעגל 

  .קביליםושני הישרים המ

  

תראה בצידי הדרך עץ האלון , הישרה כמו סרגל, העתיקה אם תלך בדרך היין  .ג

 המערהאמה ו 300 תמרמרחק האלון מן ה .ומערה נסתרתגבוה  תמרעץ , זקן

מהמערה ומעץ אמה  100 יםקבור כדי היין .אמה 400-ב תמרמן ה תמרוחק

  .האלון העתיק כפליים מעץ התמר

ומרכזו  100מעגל ברדיוס אמה מהמערה הוא  100אוסף כל הנקודות הנמצאות 

  .בנקודה זו

אוסף כל הנקודות הרחוקות מעץ האלון פי שתיים מעץ התמר הוא מעגל 

  .מעגל אפולוניוסהנקרא 

  :נמצא את משוואת מעגל אפולוניוס בעזרת הנדסה אנליטית

פ המרחקים הנתונים האלון נמצא "ע, (0,0)נמקם את התמר בראשית הצירים 

  .(400,0-) -והמערה נמצאת ב (300,0) -ב
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2 2 2 22 ( 300)x y x y     

2 2 2 24( ) ( 300)x y x y   
  

2 23 600 3 90000x x y    

2 2200 30000x x y    

2 2( 100) 40000x y    

  .200ורדיוסו  (100,0-) -קיבלנו מעגל שמרכזו ב

שם  (300,0-)בנקודה , שיקיםכלומר מ, שני המעגלים נחתכים בנקודה אחת בלבד

  !הוטמן המטמון

  

  .מטמון כדי היין: ביישוםתוכלו לחקור ולהתרשם מפתרון הבעיה 
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