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 קדמה ה

 ?מדוע ומה להוכיח

 ?מדוע צריך ללמד להוכיח. במתמטיקה מלמדים להוכיח טענות

 : למשל, מגוונות לכךהתשובות 

 כדי להבחין בין טענות . אם הטענה לא הוכחה היא נשארת בגדר השערה

  .את הטענותאו להפריך  יש להוכיח, השערותלבין  נכונות

 תהליכים לוגיים תלמדמ בניית הוכחה. 

 קשרים בין רעיונות מתמטיים שונים הוכחה יכולה לשלב. 

 מדוע זה נכון"שאלה העל  הוכחה עונה"?  

(Hanna, G. 1989) 

 

לנסות , אם היא נכונהלשאול  אפשרהאם על כל טענה עולה השאלה , אם כך

 ?אותה הוכיח או להפריךל, לבדוק אותה

 :נתבונן במספר טענות

 "ואני עדיין לא , היקום והטמטום האנושי: רק שני דברים הם אינסופיים

  "בטוח לגבי הראשון

 ןאיינשטייאלברט 

האם לדעתכם ? תוכלו להוכיח או להפריך אותה? האם לדעתכם הטענה נכונה

 ?או להוכיח את טענתוהצליח לבדוק  ןאיינשטיי

 " לבנים הברבוריםכל" 

 ? תוכלו להוכיח או להפריך אותהה? נכונהזו האם לדעתכם טענה 

 :הזאת טענההמאחורי הנה סיפור 

, בהקשר זה". כל הברבורים לבנים"ש הייתההתפיסה המערבית העתיקה 

http://www.pitgam.net/data/%5B%D7%90%D7%9C%D7%91%D7%A8%D7%98+%D7%90%D7%99%D7%A0%D7%A9%D7%98%D7%99%D7%99%D7%9F%5D/1/1/0/�
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לכך שהטענה " הוכחה"ה. ברבור שחור שימש כמטפורה למשהו בלתי אפשרי

כל : היא התבססה על דוגמאות רבות". תמשכנע"נכונה הייתה פשוטה ו

 .ברבורים שחורים ראהלא  אחדאף . היו לבניםאנשים פגשו ההברבורים ש

מאז המטפורה . התגלו באוסטרליה ברבורים שחורים 17 -המאה ברק 

משמעותו שגם מה שנתפס כבלתי אפשרי עלול " ברבור שחור" :השתנתה

התקבלה בעצם , כאשר התגלה הברבור השחור הראשון. להתגלות כאמת

גילוי הברבורים השחורים ". לא כל הברבורים לבנים: "טענה הנגדיתלה חהוכ

 . "כל הברבורים לבנים"לטענה המקורית נגדית מציאת דוגמה הינו כ

 .ה הטענה המקוריתכפרוהכך 

 ?על ידי דוגמאותטענה נכונות  חאי אפשר להוכיש האם מכאן ניתן להסיק

 " 80עולים מתחת לגיל  16,892הגיעו לישראל  2011בשנת" 

 ? תוכלו להוכיח או להפריך אותהה? האם לדעתכם הטענה נכונה

, 2011 -לפגוש כל עולה שעלה ב :בוודאותת האלה לענות על השאלו ניתן

 . דיקות להוכיח או להפריך את הטענההב כלואחרי  ,לבדוק את גילו

 .לבדוק ברישומים רשמיים את הנתונים הרלוונטיים לטענה: אחרתאפשר גם 

הנסמכת הוכחה ידי -עלאפשר לבסס לא כל טענה ש ממחישה ברבוריםה תדוגמ

כן שלפעמים הדוגמה האחרונה מראה לעומת זאת . היורבות ככל שי, על דוגמאות

 . פריטים הקשורים לטענהת בדיקעל  הוכחהאפשר לבסס 

 כל יתן לבדוק אתבדיקת דוגמאות תתקבל כהוכחה רק כאשר נ :מסקנה

  .נמצא דוגמה סותרתויתכן אחרת כי , מקרים הרלוונטייםה

 :נסכם

 יש טענות אחרותיש טענות שאפשר להוכיח את נכונותן או להפריכן ו. 

 אי אפשר להיות בטוחים בנכונתה, כל עוד טענה לא הוכחה. 

 אם מספר המקרים סופי וידוע, אפשר לבסס הוכחה על בדיקת כל המקרים. 

 נגדית ולהפרכה של הטענה האחת מספיקה כהוכחה של  דוגמה נגדית

 . המקוריתהטענה 
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  ה אחרת דרושה שיטת הוכח ,מספר מקרים אינסופיטענה מתייחסת לאם- 

 . שלא מתבססת רק על בדיקת דוגמאותכזאת 

 
 

 :נביא עוד כמה דוגמאות

 " מחלקים את הריבוע הזה לארבעה שלפניכם  הריבועאלכסוני

 ."משולשים חופפים

 

להניח אחד , כדי להוכיח את נכונות הטענה אפשר לגזור את הריבוע למשולשים

 .ופפיםעל אחר ולבדוק שהם ח

  :אך אם הטענה היא

 "אלכסוני הריבוע מחלקים את הריבוע לארבעה ריבוע  בכל

 " .משולשים חופפים

הוכחה : ולכן נחפש הוכחה אפקטיבית יותר, לא נוכל לבדוק את כל הריבועים

 .מתמטית

 ? מהי הוכחה מתמטית

למשל בחלוקת , אנשים עסקו בשאלות מעשיות, כמו גם ביוון, במצריים העתיקה

 . אדמה ותלקח

, באובייקטים כמו משולשיםבמדידות ולכן הגאומטריה העתיקה עסקה בעיקר 

אנשים ציירו את ). לצורך עיצוב של אמפיתאטרונים, למשל(מרובעים ומעגלים 

. תיארו אותם במילים והסבירו כיצד האובייקטים יתמקדו במרחב, האובייקטים

אחרים  "לשכנע"עזרו  מותאלי אף אוטוריטות ולפעמים, אנלוגיות, סטות'ג, ציורים
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מעבר צורך בהוכחה פורמלית היה אנשים לא ל. על הדרישותעונות  שההצעות

 .שכנועלסתם 

הוכחה מתמטית היא אמצעי לשכנע חבורת אנשים שטענה מסוימת נכונה 

דרך טבעית להוכיח . על כללים לוגיים מסוימים ישנה הסכמהבמערכת שבה 

,נכונה היא לייחס אותה לטענות  Xלחבורת אנשים שטענה כלשהי  , ...A B C 

 :מתקבלת שרשרת. כנכונות ידועותכבר ש

...A B C→ → → → X  

 ?אך היכן מתחילה השרשרת

 הוא הראשון שתיאר את המבנה) לפני הספירה 300( מאלכסנדריה אויקלידס

 . בנה הזה תקף גם במתמטיקה מודרניתמה. המאפשר הוכחה

  אקסיומות , הגדרות: לטענות במתמטיקה יש היררכיה אויקלידסלפי

  .משפטים

 שאותם לא  מושגי יסוד הינם מושגים. ההגדרות מתבססות על מושגי ייסוד

  .מישורו ישר, נקודה :מושגים אלו הם. מגדירים

 הוכחות ללאכנכונות  אקסיומות הן טענות שהוסכם לקבלן. 

  הגדרות מתבססת עלהוכחה  .מצריכות הוכחההמשפטים הם טענות ,

 .אקסיומות ומשפטים שכבר הוכחו

 546 – 640(תאלס . לא היה המתמטיקאי הראשון שהוכיח משפטים אויקלידס

הוכיחו משפטים ) לפני הספירה 355 – 408(אאודוקסוס מקנידוס , )לפני הספירה

 .אוריה מובניתיך המשפטים שלהם היו נקודתיים ולא חלק מתא. אויקלידסלפני 

לעיתים לפני שמנסחים . יטאוריחשוב להדגיש שמתמטיקה איננה רק מדע ת

על סמך הנתונים הם ו אוספים נתונים, םיניסוימבצעים מתמטיקאים  הכללות

חייבים להסתמך על הפריך מתמטית השערות לכדי להוכיח או . מעלים השערות

בין דדוקציה  השילוב. באופן לוגי מהדברים שכבר ידועים ובעיםהנדברים 

הוא אחת ) בדיקת דוגמאות פרטיות(לניסוי ) תאוריה מובנית מהכלל אל הפרט(

 . התכונות הבולטות של המחקר המתמטי
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 .ללימוד הוכחות לוגיות מתמטיות יש שימוש רב בחיי יום יום

Thomas Jefferson  שנתבשאותה כתב  ,אמריקההצהרת העצמאות של ביסס את 

פיתח את תורת היחסות  Albert Einstein. על המודל של הוכחה גאומטרית, 1776

דוגמאות לשימוש ה. שונות להוכחות) יתאוקלידאומנם לא (אומטריה ימש בגתשהו

בהוכחות בתחום רק  ואינן מתרכזות, אוריה מובנית של הוכחות הן אינסופיותיתב

  .המתמטי

ובדה הזאת מספיקה כדי להחליט ללמד את כל תלמידי העולם האם הע, עם זאת

 ? להוכיח

יש להתחיל  מתיו האם: קיים דיון תמידי בשאלה) ל ובארץ"בחו(בחינוך מתמטי 

האם ? בתיכון, בחטיבת ביניים, להתחיל בבית ספר יסודי. אוריה מובניתיללמד ת

לתלמידים כל התלמידים יכולים להרוויח מהלימוד הזה או הוא מיועד רק 

 ? למתמטיקה" מכוונים"ה

הוראת מתמטיקה דדוקטיבית משתקפות גם בתכנית השקפות שונות על 

רק  ד"לשנת תשעלפי תכנית הלימודים . הלימודים לחטיבת הביניים בישראל

ומלץ להוכיח מהמשפט היחיד ש. אומטריה דדוקטיביתילומדים ג' בכיתה ט

לחשוף את כל היא רק הכוונה  'בכיתה ח. הוא משפט פיתגורס' כבר בכיתה ח

 .שמביא לטענה מוכחת הוכחה ולתהליךהתלמידים למושג 
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 ד"תשעמתוך תכנית הלימודים לחטיבת ביניים 

 הנחיות כלליות

 
אומטריה בבית הספר היסודי יח מגשר בין לימוד הג-אומטריה בכיתות זילימוד הג

אומטריה יניתן לכנות את הג(ה ט אומטריה דדוקטיבית החל מכיתילבין לימוד ג

 :מטרות הלימוד הןכאשר "). דדוקטיבית-קדם"ח כ-שנלמדת בכיתות ז

 למגוון מושגים ועובדות שיילמדו מאוחר יותר במסגרת  יחשף התלמיד

דדוקטיבי -חשוב שתישמר עקביות בין השלב הקדם, בהקשר זה. דדוקטיבית

 . לבין השלב הדדוקטיבי

 למשל ,טריים באמצעות התנסות מוחשיתלמד תכנים גאומהתלמיד י ,

) ללא שנתות(בניות באמצעות סרגל . וקיפולי נייר, שרטוטים, באמצעות בניות

 .'ומחוגה יילמדו החל מכיתה ט

 פה חשוב לציין שאין . לביסוס טיעונים על נימוקים לוגיים התלמיד יחשף

יפותחו  שכן יכולות אלה, הכוונה ללימוד ניסוח וכתיבת הוכחות פורמאליות

 . ובהתאם ליכולת התלמידים, שימוש בהנמקות ייעשה במידתיות. בכיתה ט

 'ז כיתה

 

 

 

 את הטענה לפיה מלבן למשל ינמק . טענות גיאומטריותלנמק  התלמיד ידע

 .שלו שתי צלעות סמוכות שוות הוא ריבוע

 'חכיתה 

  י עזר כבסיס וככל התלמיד יכיר את המושגים המרכזיים של חפיפה ודמיון

 . ללימודי הגאומטרייה ההיסקית בהמשך הלימודים

  הדמיון שאליהם הוא  נכונות משפטי החפיפה ומשפטיידע לנמק את התלמיד

 .נחשף ולהגיון שטמון בהם

 מדוע התנאים בכל אחד ממשפטים אותם הוא מכיר הכרחיים  התלמיד ידע

 .ומספיקים
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 'תה טיכ

 התלמיד יכיר את הגדרות המושגים. 

 יד יכיר הוכחות של משפטים ויוכיח טענות באופן עצמאיהתלמ . 

 אך יש להבהיר  ,התלמיד ידע כי יש טענה וטענה הפוכה לה ששתיהן נכונות

 .שלא כל הטענות ההפוכות לטענות נכונות הן נכונות

 אז הטענה ההפוכה , אם ניתן להוכיח טענה הפוכה למשפטהתלמיד ידע ש

 .אף היא משפט
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 ?ייחשב כהוכחה מה :1סדנה 
 . קיים דיון דידקטי גם בשאלה הזאת, למרות שבמתמטיקה ברור מאוד מהי הוכחה

1.  
 :דוגמה

 .שוות זו לזו תקודקודיוה זוויותאז ה, אם שני ישרים נחתכים: טענה

AOB -עלינו להוכיח ש COD= . 

 אמנון הוכיח את הטענה כך: 

)1( 180AOB AOC+ = °  זוויות סמוכות 

)2(  180COD AOC+ = °  זוויות סמוכות 

)3(  180AOB AOC= ° −  1(מתקבל מ( 

)4( 180COD AOC= ° −  2(מתקבל מ( 

)5( AOB COD=  ל.ש.מ) 3( -ו) 4( -מתקבל מ 

 

 תמר הוכיחה את הטענה כך: 

 אז אנחנו יודעים שזווית. מעלות 30היא  1שזווית נגיד  )1(

 .מעלות 150היא  2     

 שווה 1הוכחנו שזווית . מעלות 30היא  3מכאן זווית  )2(

 . 2לזווית      

  .מעלות 30לא משנה שזה  –וככה זה תמיד   )3(
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 רונות והנחיות למדריךפת

  :נקודה לדיון

 .שיקוליכםפרטו את ? באילו כיתות? האם שתי ההוכחות תקפות •

 .תנו דוגמאות אחרות המתאימות לדיון הזה •

 : הצעה לפתרון השאלות

 .שוות זו לזו תקודקודיוה זוויותאז ה, אם שני ישרים נחתכים: נהטע 3 .1

AOB -עלינו להוכיח ש COD= . 

 :אמנון הוכיח את הטענה כך

)1 (180AOB AOC+ = °  זוויות סמוכות 

)2(180COD AOC+ = °  זוויות סמוכות 

)3(180AOB AOC= ° −  1(מתקבל מ( 

)4 (180COD AOC= ° −  2(מתקבל מ( 

)5 (AOB COD=  3( -ו) 4( -מתקבל מ ( 

 ל.ש.מ

 :תמר הוכיחה את הטענה כך

 .מעלות 150היא  2אז אנחנו יודעים שזווית . מעלות 30היא  1נגיד שזווית 

 . 2שווה לזווית  1הוכחנו שזווית . מעלות 30היא  3מכאן זווית 

 .מעלות 30לא משנה שזה  –וככה זה תמיד 

 .הינה הוכחה דדוקטיבית, הראשונה .ברור שיש הבדל בין שני נסיונות ההוכחה

, אך בתחילת הלימוד של הגיאומטריה, השנייה אינה הוכחה כללית ומנומקת

כאשר מפתחים את האינטואיציה הגיאומטרית וברמות מסוימות ניתן לקבלה 

, מסתמכות על דוגמה כלשהי שרירותיתהלהוכחות כאלה  .לא כהוכחה, כהסבר

 ".הוכחה על סמך דוגמה גנרית"לפעמים קוראים 
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   חת קיוםהוכ :2סדנה 
 ?אי קיום הוכחת מהי הוכחת קיום או

 :דוגמה .1

BD  .א , AE מאונכים זה לזההחוצי זווית. 

  .ACBמצאו את הזווית 

 . הסבירו את תשובתכם

 ? איזו –אם כן ? האם התשובה שלכם כוללת הוכחה כלשהי

  הסבירו את ? ם משולש ששני התיכונים שלו מאונכים זה לזהאם קייה  .ב

 ?איזו –אם כן  ?האם התשובה שלכם כוללת הוכחה כלשהי. תשובתכם

הסבירו את ? מאונכים זה לזההתיכונים שלו האם קיים משולש ששלושת  .ג

 ?איזו –אם כן ? האם התשובה שלכם כוללת הוכחה כלשהי. תשובתכם

הסבירו את ? ם שלו מאונכים זה לזההאם קיים משולש ששני הגבהי .ד

 . תשובתכם

 ?איזו –אם כן ? האם התשובה שלכם כוללת הוכחה כלשהי
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 פתרונות והנחיות למדריך

 : נקודות לדיון

 הוכחות קיום או אי קיום ,מהן לדעתכם ? 

  על ידי בדיקת דוגמאות...) תכונה, של אובייקט(האם אפשר להוכיח קיום? 

  על ידי בדיקת  ...)תכונה, של אובייקט(קיום -אפשר להוכיח איהאם

 ?דוגמאות

 

 :של הוכחה" כללי אצבע"הנה כמה 

 הטענה שאותה בודקים צריכה להיות מנוסחת ברור. 

 לאורך כל ההוכחה הטענה לא יכולה להשתנות . 

 הטענה לא יכולה לכלול סתירות. 

 נותהטענה לא צריכה לסתור את הטענות שכבר הוכחו כנכו. 

  נכונות של טענה אפשר להוכיח על ידי הוכחה של אי נכונות של הטענה

 .הנגדית

 הסדר . דוגמאות פרטיות והנמקה, טענה: כל הוכחה כוללת שלושה מרכיבים

 .של המרכיבים אינו קבוע

 

ICMI )ATHEMATICAL MOMMISSION ON CNTERNATIONAL IU 19כנס  2009בשנת 

UNSTRUCTIONI (אתר הכנס אפשר למצוא תקצירים ב .הוקדש לסוגיה של הוכחות

הוראת הוכחות הקשורות ל, מעניינות ורבותשאלות ב של ההרצאות העוסקות

 .במוסדות להשכלה גבוההו, על יסודיובמתמטיקה בבית ספר יסודי 

 

 

 

 

http://en.wikipedia.org/wiki/International_Commission_on_Mathematical_Instruction�
http://en.wikipedia.org/wiki/International_Commission_on_Mathematical_Instruction�
http://en.wikipedia.org/wiki/International_Commission_on_Mathematical_Instruction�
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 : הצעה לפתרון השאלות

1.  
BD .א , AEחוצי זווית המאונכים זה לזה. 

 . ACBמצאו את הזווית 

 . הסבירו את תשובתכם          

 ?האם התשובה שלכם כוללת הוכחה כלשהי          

 ? איזו –אם כן   

 :הוכחה. י חישוב זוויות במשולשים שמתקבלת סתירה"ניתן לראות ע

(1) 90
(2)
(3)

DFE EFB AFB AFD
CBD DBA
EAB EAC

= = = = °
=
=

   

 

    

 .מכים על שוויון זוויות עם קרניים מאונכות בהתאמהתמס) 3(-ו) 2(
 

(4)                                  :נסמן DBA α=
 

(5)                                   )2(על סמך  CBD α=
 

180°-השלמה לו )3(סמך  על  ABC -ו AFB , ADF ,EFB יםבמשולש  

(6) 90
(7)
(8) 90
(9) 0

EAB EAC
ADF
FEB
ACB

α
α

α

= = ° −
=
= ° −
= °

 







 

0ACBקיבלנו שזוית במשולש  = ° ,סתירה זו. 
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 הסבירו את? האם קיים משולש ששני התיכונים שלו מאונכים זה לזה .ב

 ?איזו –אם כן ? האם התשובה שלכם כוללת הוכחה כלשהי. תשובתכם  

 : דוגמה אפשרית

 

 

 

 

 

 

 הסבירו את ? האם קיים משולש ששלושת התיכונים שלו מאונכים זה לזה .ג

 ?איזו –אם כן ? ת הוכחה כלשהיהאם התשובה שלכם כולל. תשובתכם  

זוויות בנות  6אם נסתכל על נקודת המפגש של שלושת התיכונים נקבל 

 .)360°מעל  הסכום( סתירה. 540°הכל -ובסך כל אחת 90°

 

 הסבירו את ? האם קיים משולש ששני הגבהים שלו מאונכים זה לזה .ד

 . תשובתכם  

 ?איזו –אם כן ? האם התשובה שלכם כוללת הוכחה כלשהי  

 .בכל משולש ישר זווית שני גבהים מאונכים זה לזה

 

 

 :מסקנה משאלה זו

 . למשל להוכיח סתירה, יש להוכיח, כי כדי לשלול טענה, ניתן לראות

 .מספיקה דוגמה, כדי להראות קיום איזשהו של טענה
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, נקודות ומצולעים חסומים על :3 דנהס

 ועל מרחקים קבועים
 מרחקים קבועים .1

  .Uשבפנים הנקודהU יישומוןהשתמשו ב .א

 :ענו על השאלות הבאות

את מרכז  נסמןבמשולש שווה צלעות  )1

ו סכום המרחקים של מה. D -ב הכובד

 ?מרכז הכובד מצלעות המשולש

שווה ( בתוך המשולש Hנקודה אקראית ב חליף את מרכז הכובדנאם  )2

מצלעות זו מה תוכלו לטעון על סכום המרחקים של נקודה , )צלעות

 ?המשולש

מה . )שווה צלעות( על אחת צלעות המשולש Lנקודה כלשהי  נסמן )3

 ?תוכלו לטעון על סכום המרחקים של הנקודה מצלעות המשולש

צלעות משולש שווה מסכום המרחקים מנקודה כלשהי במישור  )4

 .הצלעות הנתון הוא מספר קבוע

 . פריכו אותוהאו , הוכיחו את המשפט

 .וכיחו אותוהו, אותו כדי לקבל משפט נכון תקנו, אם המשפט אינו נכון

  .Uשבמחומש נקודהU ישומוןיהשתמשו ב .ב

נתון מחומש משוכלל ובתוכו נקודה  )1

לטעון על סכום  ניתןמה . כלשהי

המרחקים של הנקודה מצלעות 

 .את הטענהוכיחו ה? המחומש

  

ת
חו

כ
הו

 

http://highmath.haifa.ac.il/Ogdan/נקודה_במחומש.html�
http://highmath.haifa.ac.il/Ogdan/הנקודהשבפנים.html�
http://highmath.haifa.ac.il/Ogdan/נקודה_במחומש.html�
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האם הוכחתם טענה כללית לכל המצולעים משוכללים או טענה  )2

 .הסבירו? ציפית למחומשים משוכלליםספ

 ? תוכלו למצוא אנלוגיה כלשהי. נחליף מצולע משוכלל במעגל )3

 

  מלבן במעגל .2

  .Eשמרכזו  מלבן חסום במעגל ABCD .א

H– על המעגל תהנמצא ה כלשהינקוד,  

G–  נקודת חיתוך של הקוטר העובר דרך הנקודהH 

 . המעגל עם      

  .HD -ו BGהשוו את אורכי 

 :גוליית נימק את המשפט כך .ב

 , D -ו Gאת הנקודות  ,B -ו Hנחבר את הנקודות 

  .D-ו Bואת הנקודות 

שאלכסוניו שווים זה לזה  HBGDהתקבל מרובע 

המרובע שמכאן ). שניהם קטרים באותו מעגל(

HBGD לכן. הוא מלבן :BG HD= ) צלעות נגדיות

 ).שוות זו לזו במלבן

 :את המשפט כך נימקדוד 

הכל יוצא סימטרי . נעביר קו סימטריה במלבן הנתון

BG: מכאן ,ילגמר HD=. 

הוכחה אתם מעדיפים איזו  –אם כן ? האם שני הנימוקים האלה הם הוכחות

     ?ומדוע

 

  

ת
חו

כ
הו
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 שאלה נוספת –מלבן במעגל  .3

ABCD – מלבן חסום במעגל .H  ,G–  שתי נקודות

 .הנמצאות על המעגלכלשהן 

 

 

 

 :המלבןאת הסכומים של ריבועי המרחקים של כל נקודה מקדקודי נרשום 
2 2 2 2

2 2 2 2

HA HB HC HD
GA GB GC GD

+ + +

+ + +
 

  .השוו את הסכומים .א

מרחקים מקדקוד כלשהו של המלבן לקדקודיו המהו סכום הריבועים של  .ב

 ?האחרים
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 פתרונות והנחיות למדריך

 : נקודות לדיון

 :בסיום ההוכחות מומלץ לדון בכמה מרכיבי הוכחה מעניינים וחשובים

  פוש גדלים קבועים חיישנן הוכחות שמטרתן)constants( חישוב מספר  או

 .לימודהשמופיע רבות בספרי  פיכ, המבטא מרחק ספציפי

האם יש להסתפק בהם  ,יישומים פרקטיים רבים ולמרות שיש למשימות כאל

 ?או להכליל ולתאר תופעות המתקיימות באופן קבוע ,בהוראת המתמטיקה

  למקרים נוספים ) נקודה בתוך המשולשלמשל (הכללה ממקרה אחד

אם  כאשר מגלים תופעה כלשהי מעניין לבדוקהאם ). הנקודה על המשולש(

 ?היא מתקיימת במקרים אחרים גם

 מחומש(לאובייקטים נוספים  )משולשלמשל ( הכללה מאובייקט אחד( ,

 ).כל המצולעים המשוכללים(ולקבוצת אובייקטים יותר רחבה 

  מרחקים במעגל(לאינסוף " לקרוץ"האם(? 
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 : הצעה לפתרון השאלות

 מרחקים קבועים .1

  Uשבפנים הנקודהU יישומוןהשתמשו ב .א

 :ענו על השאלות הבאות

 במשולש שווה צלעות נסמן את מרכז  )1

 ל מהו סכום המרחקים ש. D -הכובד ב

 ?מרכז הכובד מצלעות המשולש

 את מרכז הכובד בנקודה  נחליףאם  )2

מה תוכלו לטעון על סכום , )שווה צלעות( בתוך המשולש Hאקראית 

 ?המרחקים של נקודה זו מצלעות המשולש

מה . )שווה צלעות( על אחת צלעות המשולש Lנסמן נקודה כלשהי  )3

 ?תוכלו לטעון על סכום המרחקים של הנקודה מצלעות המשולש

סכום המרחקים מנקודה כלשהי במישור לצלעות משולש שווה הצלעות  )4

 .הנתון הוא מספר קבוע

 . או תפריכו אותו, הוכיחו את המשפט

 .ותוכיחו אותו, תקנו אותו כדי לקבל משפט נכון, אם המשפט אינו נכון

סכום המרחקים  ,הצלעותך המשולש שווה לא משנה מהי הנקודה בתו

 .שלה מצלעות המשולש הוא מספר קבוע

 

 :נוכיח את המשפט

 .aהוא  ∆ABC -בנניח שאורך כל צלע 

  

C 

http://highmath.haifa.ac.il/Ogdan/הנקודהשבפנים.html�
http://highmath.haifa.ac.il/Ogdan/נקודה_במחומש.html�
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i.  נמצא ביטויים המבטאים את השטחים של המשולשים שנוצרו בתוך

            :המשולש
2ADC

a FDS∆
⋅

= 

2

2

ADB

BDC

a GDS

a EDS

∆

∆

⋅
=

⋅
=

  

ii.  נחבר את כל השטחים ונקבל את השטח שלABC∆: 

( )
2 2 2 2ABC ADC ADB BDC

a FD a GD a ED aS S S S FD GD ED∆ ∆ ∆ ∆
⋅ ⋅ ⋅

= + + = + + = + + 

iii.  משולש בנניח שגובהABC∆  הואh .שטחABC∆   :             
2ABC

a hS∆
⋅

= 

iv.  סעיפי מנשווה את הביטוייםii ו- iii:                  ( )
2 2
a a hFD GD ED ⋅

+ + =  

                                          

v. מכאן:                                FD GD ED h+ + = 

, לשלושת הגבהים קבוע הוא מספרשווה צלעות משולש בגובה ה ךמכיוון שאור

מתקבל שסכום המרחקים של נקודה כלשהי בתוך המשולש מצלעות המשולש 

ההוכחה תקפה גם כאשר הנקודה נמצאת על אחת הצלעות  .הוא מספר קבוע

 ).ABCכולל המקרה שהנקודה היא קדקוד המשולש (של המשולש 

 

 

 

 :שאלה לדיון

 ?במשולש כלשהוהאם ניתן להוכיח זאת 
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 Uשבמחומש הנקודהU יישומוןהשתמשו ב .ב

מה ניתן לטעון על סכום . נתון מחומש משוכלל ובתוכו נקודה כלשהי )1

 .הוכיחו את הטענה? המרחקים של הנקודה מצלעות המחומש

ים משוכללים או טענה האם הוכחתם טענה כללית לכל המצולע )2

 .הסבירו? ספציפית למחומשים משוכללים

 ? תוכלו למצוא אנלוגיה כלשהי. נחליף מצולע משוכלל במעגל )3

 .משולשבלזאת  דומהההוכחה יכולה להיות 

  במחומשנניח שאורך כל צלע ABCDE  הואa. 

 

 וצרו בתוך המחומש ונחבר אותםהמשולשים שנ שטחיאת  נבטא

ונחבר אותם כדי ) מסומן בקווים בולטים ,ABF ,משולש אחד כזה(

 .ABCDEלקבל את שטח המחומש 

( )
2

ABCDE AFB CFB CFD DFE AFES S S S S S

a FG FH FI FJ FK

= + + + + =

= ⋅ + + + +
 

 מחומש אותו סביב ABCDE הוא המעגל מרכז. חוסם מעגל נבנה O . 

 

http://highmath.haifa.ac.il/Ogdan/נקודה_במחומש.html�
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 ל קדקודי המחומש נמצאים על המעגלכ. 

 את לקבל כדי אותם ונחבר ,המחומש בתוך שנוצרו המשולשים שטחי את נבטא

 לזה זה שווים הצלעות מכל O המעגל מרכז מרחקי .ABCDE המחומש שטח

 .OM ל ושווים

 : ב -ו א הסעיפים של הביטויים את נשווה

 

5( )
2 2
a aFG FH FI FJ FK OM⋅ + + + + = ⋅  

          :מכאן

                                                       5FG FH FI FJ FK OM+ + + + = 

 מתקבל, )בערכםגל הגבהים שווים ( קבוע מספר הוא OM של שאורכו מכיוון

 הוא המחומש מצלעות המחומש בתוך כלשהי נקודה של המרחקים שסכום

 .קבוע מספר

 משוכלל מצולע בכל המשוכלל חומשהמ את להחליף אפשר הזאת בהוכחה 

 עלהוכחה  היא אומנם – הוכחה גנרית היא הזאת ההוכחה, כלומר. אחר

 , פרטי מקרה לכל תקפה היא אך, פרטי מקרה

 שאלה לדיון

נוכל לראות שסכום המרחקים של נקודה , אם נחליף מצולע משוכלל במעגל

הוא  ,נבחרה הנקודה בו נמצאתקוטר בקצות אותו כלשהי משתי נקודות הנמצאות 

" סכום של כל הקטרים"נקבל את , את כל המרחקים" נחבר"אם . קוטר המעגל

 ?אבל למה הוא שווה, וא כנראה קבועה .במעגל
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  מלבן במעגל .2

 . במעגל קוטר -F. GHשמרכזו  מלבן חסום במעגל ABCD .א

 

  .HD -ו BGהשוו את אורכי 

 

  :נימק את המשפט כך גוליית .ב

 .D -ו Bואת הנקודות , D -ו Gאת הנקודות  ,B -ו Hנחבר את הנקודות 

ותו שניהם קטרים בא(שאלכסוניו שווים זה לזה  HBGDהתקבל מרובע   

BG: לכן. הוא מלבן HBGDהמרובע שמכאן ). מעגל HD= ) צלעות

 ).שוות זו לזו נגדיות במלבן

 :את המשפט כך נימקדוד   

: מכאן, יהכל יוצא סימטרי לגמר. נעביר קו סימטריה במלבן הנתון  

BG HD=. 

 

 את ולנסח להוכיח, לבדוק, לשער הפותר על. נתונה איננה ענההט הזאת משימהב

 .בעצמו הטענה
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, יותר ומדויק אחד פורמלי: הנתונים הנימוקים שני את לנתח אפשר מכן לאחר

 .פחותפורמלי  – והאחר

 של דוד הנימוק את לקבל אפשר אי אומנם: לנימוק ככלי בסימטריה לדון מומלץ

 במתמטיקה נימוק כלי ולשמש המשימה להבנת רבות לתרום יכול הוא אך, כהוכחה

 נותנים שאנחנו הנימוקים רוב כמו( הראשון הנימוק שגם, לציין יש. כאן רק ולא

הוכחה  כלומר אינו, רוזיתוריג הוכחה אינו) הספר בית של המתמטיקה במסגרת

.פרטיה כלעל  מדויקתה

 

 שאלה נוספת –מלבן במעגל  .3

ABCD – בן חסום במעגלמל .H ,G – שתי נקודות הנמצאות על המעגל.  

 

  :נכתוב את הסכומים של ריבועי המרחקים של כל נקודה מקדקודי המלבן
2 2 2 2

2 2 2 2

HA HB HC HD
GA GB GC GD

+ + +

+ + +
 

 .השוו את הסכומים .א

  לבן לקדקודיו מהו סכום הריבועים של מרחקים מקדקוד כלשהו של המ .ב

 ?האחרים

 המשימה עם להתמודד יכולים, חוסמים מעגלים למדו לאש תלמידים גם

 על או חוסמים מעגלים על ספציפי ידע דורשת אינההמשימה  .הזאת

 .חסומים מצולעים

 זווית שכל במשפט כאן לדון אפשר, מעגלים תכונות נלמדו לא אם גם

 .ישרה זווית היא קוטרה על הנשענת במעגל קפיתיה
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 :נוכיח ש. Dנסמן את הקוטר במעגל ב 

DGDGCGBGA

DHDHCHBHA

2

2
2222

2222

=+++

=+++ 

היא זווית , זווית שקדקודה נמצא על מעגל והיא נשענת על הקוטר: הוכחה

 . 090כלומר  , כי גודלה הוא חצי מחצי גודל המעגל(ישרה 

 

כמוהם גם . הם משולשי ישרי זוויתCHA ,DHBמכאן המשולשים 

לפי משפט פתגורוס . הם משולשים ישרי זווית CGA ,BGDהמשולשים 

 :נקבל

22222222

2222

2222

22

22

22

22

2

2

GDGCGBGAHDHCHBHA

DGDGCGBGA

DHDHCHBHA

DGDGB

DGCGA

DHDHB

DHCHA

+++=+++

=+++

=+++

=+

=+

=+

=+
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 מצולעים: 4סדנה 

 :מ"ס 40שערו האם אפשר לגזור ממעגל שקוטרו  .1

 ?מ"ס 30שוכלל שצלעו משולש מ .א

 ?מ"ס 30מרובע משוכלל שצלעו  .ב

 ? מ"ס 30מחומש משוכלל שצלעו  .ג

 . בדקו כל השערה והוכיחו את תשובתכם

 

העבירו בו את . כלשהו ABCD סרטטו מרובע קמורו eogebraG -ב השתמשו .2

    נוצרו משולשים. Dסמנו את נקודת החיתוך של האלכסונים ב . האלכסונים

  , ,ABC BCD CDA∆ ∆ האם הם שווים . מדדו את היקפי המשולשים. ∆DAВ-ו∆

 ? זה לזה

מהו סוג המרובע . שנו את המרובע כך שההיקפים יהיו שווים זה לזה –אם לא 

 .הסבירו? שנוצר

 

  Uהטרפז ביישומוןUהשתמשו  .3

ABCD– טרפז   

DCAB 

EF– קטע אמצעים ,DG –  זוויתחוצה ADC. 

H – ך של נקודת החיתוDG ו- EF. 

 .DABחוצה זוית  - AH -הוכיחו ש .א

וכלו להשיג על מה ת. ABCDאלכסוני המרובע  –DG  -ו AHש אם ידוע  .ב

 ?המרובע

 

  

ת
חו

כ
הו

 

E 

http://www.geogebra.org/�
http://highmath.haifa.ac.il/Ogdan/טרפז.html�
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4.                         

לחסום את (  אם אפשר להעביר מעגל דרך כל קדקודי המרובע :הוכיחו .א

 . 0180סכום הזויות הנגדיות במרובע הוא , )המרובע במעגל

,. מרובע שאפשר לחסום במעגל – ABCD .ב  ,  ,  AN BN DL CK – חוצי זוויות .

,  ,  ,   M N K L – חוצי הזוויות לנקודות החיתוך ש. 

 

 .אפשר לחסום במעגל MNKLהוכיחו שאת המרובע 

 

  

חו
כ

הו
 ת
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 פתרונות והנחיות למדריך
 

1.  
 משולש משוכלל שצלעו מ "ס 40שערו האם אפשר לגזור ממעגל שקוטרו  .א

 .מ"ס 30

 כל( מ"ס 30 שצלעו משוכלל משולש מ"ס 40 שקוטרו במעגל חסמנוש נניח

 . )המעגל על נמצאים המשולש של קדקודיו

 .Oבאות KJנסמן את מרכז הצלע 

JKMO :נבנה ⊥ 

  זווית ישר משולש -∆KOM: נקבל

 

 

15            צלעחצי 
2

JKOK = =

              רדיוס
40 20
2

MK = = 

2 2 2

2 2 2

0

20 15

OM MK K

OM

= −

= −
 

 מ"ס 30 שצלעו משוכלל משולש מ"ס 40 שקוטרו ממעגל לגזור אפשר, כלומר

 .)וסרגל במחוגה להשתמש נצטרך(
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משוכלל שצלעו  מרובע מ"ס 40שערו האם אפשר לגזור ממעגל שקוטרו  .ב

 .מ"ס 30

 מרובע משוכלל שצלעומנו במעגל חסנניח ש

  .מ"ס 30

קוטר המעגל הוא אלכסון , המרובע הזה הוא ריבוע

  ).קפיות ישרות נשענות על הקוטריזוויות ה(הריבוע 

משולש ישר זווית -∆MLK: נקבל

 
2 2 2

2 2

2 2

2
40 2 30
1600 1800

MK ML LK
ML LK
MK ML

= +
=

=

= ⋅
=

 

במעגל  מ"ס 30מרובע משוכלל שצלעו  לחסוםר כלומ, קיבלנו סתירה

 .אינו מציאותי, מ"ס 40שקוטרו 

יהיה קטן , אלא בתוכוכל ריבוע שקדקודיו לא יהיו על המעגל ש ברור

 .מהריבוע הזה

 משוכלל שצלעומ אי אפשר לגזור מרובע "ס 40ממעגל שקוטרו , כלומר

  .מ"ס 30
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מחומש משוכלל שצלעו מ "ס 40שערו האם אפשר לגזור ממעגל שקוטרו  .ג

  .מ"ס 30

מ מחומש משוכלל "ס 40מנו במעגל שקוטרו חסש נניח

 . מ כך שכל קדקודיו נמצאים על המעגל"ס 30שצלעו 

 

 

 

AB   ,                                     FGאמצע הצלע  – G :נבנה AB G AB⊥ ∈ 

 משולש ישר זווית -∆GFB: בלנק

15              חצי צלע
2

ABBG = = 

               רדיוס
40 20
2

BF = =

 2 2 2

2 2 220 15

FG FB BG

FG

= −

= −
 

 משוכלל שצלעומ מחומש "ס 40אפשר לגזור ממעגל שקוטרו , כלומר

 ).סרגלנצטרך להשתמש במחוגה ו( מ"ס 30
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העבירו . כלשהו ABCDסרטטו מרובע קמור  .UGEOGEBRAUבישומון השתמשו  .2

,נוצרו משולשים. םבו את האלכסוני ,ABC BCD CDA∆ ∆ ∆ מדדו את . ∆DAВ-ו 

 ? הזלזה  האם הם שווים. שולשיםהיקפי המ

  מהו סוג המרובע . ך שההיקפים יהיו שווים זה לזהשנו את המרובע כ –ם לא א

 .הסבירו? נוצרש      

 

ABD  :נניח ש BCDP P∆ ∆=   ,ABC ACDP P∆ ∆=   

 

 

 ,כלומר

AB AD BD BD BC CD
AB BC AC AC CD AD

+ + = + +
 + + = + +

 

AB         : ונקבל םהשוויוניינחבר את  CD=  

ABC                  מהשוואת היקפים של, בדרך דומה ABDP P∆ ∆= ,ACD BCDP P∆ ∆=  

BC                                                                                  :נקבל AD= 

 . מקבילית – ABCD: מכאן

BCנציב   AD= ב- ABC BCDP P∆ ∆= 

AC                                                       : מהשוויון האחרון נקבל  BD= 

 .היא מלבן, מקבילית שבה האלכסונים שווים זה לזה

 

  

http://www.geogebra.org/�
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 Uיישומון הטרפזUהשתמשו ב .3

ABCD– טרפז    

 AB CD 

EF– קטע אמצעים ,DG – ית וחוצה זוADC.  

H –  נקודת החיתוך שלDG ו- EF. 

 .DAB זוויתחוצה  - AH -הוכיחו ש .א

AGD GDC ADG= =   )חוצה זווית וזוויות מתחלפות( 

)ים שווה שוקי -∆DAG:מכאן AD AG= ) 

 DGצלע האמצע היא  H נקודהאפשר להוכיח בעזרת משפט תאלס ש

 .תיכון במשולש שווה שוקיים מהקדקוד שלו – AHמכאן 

 .חוצה זווית – AH ולכן

 

על להסיק מה תוכלו . ABCDאלכסוני המרובע  –DG  -ו AHש דוע י .ב

 ?המרובע

במעויין יש . המרובע הוא מעויין, אם אלכסוני המרובע הם חוצי הזוויות שלו

ות צלעות שני זוגיש לו  -יותר מזה , זוג צלעות מקבילות כמו בטרפז

 . מקבילות

 .)ראה ביחידת מצולעים( כאן המקום לדון ביחסי הכלה של מרובעים

שהטענה ההפוכה  להדגיש שאם טענה נכונה אין זה בהכרח נכוןגם כדי 

 .נכונה

 

  

E 
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4.  
 סכום הזויות , אם אפשר להעביר מעגל דרך כל קדקודי המרובע: הוכיחו .א

 . 0180הנגדיות במרובע הוא 

   .מרובע שאפשר לחסום במעגל – ABCD .ב

,  ,  ,  AN BN DL CK – חוצי זוויות . 

,  ,  ,   M N K L –  חוצי הזוויותשל נקודות החיתוך. 

 אפשר לחסום MNKLהוכיחו שאת המרובע     

 .במעגל    

 :פתרון סעיף ב

 את הזויות כמתואר בשרטוט נסמן

 

 

 

02     :במרובע קמור תזוויוסכום  2 2 2 360a b c d+ + + = 

0180a b c d+ + + =  

0180  CMB a d= − − , 0180DKA b c= − −   

( ) ( )0 0180  180CMB DKA a d b c+ = − − + − −   

( )0 0360 180  CMB DKA a d b c+ = − + + + =   

ן אפשר לחסום את לכ. 0180 -ל שווה MNKL הנגדיות במרובעוויות זהסכום 

.המרובע במעגל
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 הוכחות לא רק בגאומטריה: 5סדנה 

 .יש אינסוף מספרים ראשוניים :1משפט  .1

 .הוכח על ידי אוקלידס בדרך השלילההזה פט מש

 

 : הוכחה בדרך השלילה

 ). מספר טבעי מסוים -N(מספרים ראשוניים  Nנניח שיש בסך הכל 

 Nקוראים פעולת  Nעד  1 -מהטבעיים לפעולת כפל של כל המספרים 

 . עצרת

N!עצרת N -סימן מיוחד ל  : 

                                                                          1 2 3 ... !N N⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =  

!N מתחלק במספרים  ...: 

 .הציעו סיום של ההוכחה

 

 

 .זוגי xאז גם , הוא מספר זוגי 2xאם , xעבור כל מספר  :2משפט  .2

 .טשפהוכיחו את המ

 

 

 ירציונאלהוא מספר אי 2 :3משפט  .3

 .טשפהוכיחו את המ

 

 

4                                                                             :4משפט  .4 5= 

 ?מה תוכלו להסיק על המשפט והוכחתו הבאה

 : הוכחה

c  5  4                                                                 :נניח ש 1a b= = = 

a                                                                                  נוכיח ש b=  

ת
חו

כ
הו
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c  5  4                                                                               אם 1a b= = =  

c                                                                                            אז b a= − 

) האחרון ב ןהשוויונכפיל את  )b a−  

)2                                                                        : ונקבל ) ( )c b a b a− = −  

                                                                     :מכאן
2 22cb ca b ab a− = − +  

2a:                  2ר משני האגפים סנח 2 2cb ca a b ab− − = − 

ab :            2נחבר לשני האגפים  2ab cb ca a b ab+ − − = − 

cb :             2ר משני האגפים נחס 2ab ca a b ab cb− − = − − 

)                                                   :נקבל ) ( )a b c a b b a c− − = − − 

) -נצמצם ב )b a c− −                    :              a b= 

4                                                        קיבלנו  5=

c  5  4: האם ההנחה ש 1a b= =  .הסבירו? הייתה הנחה מוטעית, =

 

)     :טבעי מתקיים nלכל  :5משפט  .5 )2 4 6 2 1n n n+ + + + ⋅ = ⋅ +  

 .טשפהוכיחו את המ               

 

 

 

 

 

 

 

 

 

חו
כ

הו
 ת
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 פתרונות והנחיות למדריך

 

 .ראשוניים מספרים אינסוף יש: 1משפט  .1

 .השלילה בדרך אוקלידס ידי על כחהו הזה משפט

 

 : השלילה בדרך הוכחה  

 ). מסוים טבעי מספר -N( ראשוניים מספרים N הכל בסך שיש נניח 

 . עצרת N פעולת קוראים N עד 1-מ המספרים כל של כפל לפעולת

Nעצרת N -ל מיוחד סימן  : 

                                                                   1 2 3 ... !N N⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =  

!N במספרים מתחלק  ...: 

 .ההוכחה של סיום הציעו

 : N!-ל 1נוסיף . Nעד  1-מתחלק בכל המספרים השלמים מ N!ש ברור 

1+!N . 

  1קבל שארית תת, N עד 1-מספר כלשהו מבאם נחלק את המספר הזה 

 ).המהווה גורם במכפלה זו כל מספרבמתחלק  N!כי (

!אם , אם כך 1N אז מחלק זה גדול , 1 -נוסף לכלשהו שלם מתחלק במספר  +

 . N-מ

 . N– גדול מהאו שיש מספר ראשוני , הוא מספר ראשוני N!+1או ש : מכאן

 .מספרים ראשוניים Nקיבלנו סתירה עם ההנחה שיש רק 

 

הוכיחו  .זוגי Xאז גם , הוא מספר זוגי 2Xאם , Xעבור כל מספר : 2 משפט .2

 .את המשפט

 ":המשלימה"קל יותר להוכיח את הטענה . תלא קל להוכיח את הטענה הזא

 . הוא מספר אי זוגי 2Xגם , אי זוגי Xעבור כל מספר 



 

 הוכחות                                                      ב                                                "אוגדן למדריך הבית ספרי למתמטיקה  בחט 44
 המרכז הארצי למורים למתמטיקה בחינוך העל יסודי

 

 :הוכחה

X 2 -לכן אפשר להציגו כ, אי זוגי 1X K= + 

)                            :מכאן ) ( )22 2 22 1 4 4 1 2 2 2 1X K K K K K= + = + + = + + 

 .הוא מספר אי זוגי 2Xכלומר 

הרי אם הייתה . זוגי Xאז גם , הוא מספר זוגי 2Xהוכחנו שכאשר יוצא מכך ש

-אפשרות ש X 2אז , הוא אי זוגיX לא יכול להיות זוגי.  

 

 הוכיחו את המשפט. הוא מספר אי רציונלי 2: 3משפט  .3

לי הוא מספר שאפשר להציגו כשבר אמספר רציונ
m
n

 ),n m  מספרים

 ).שלמים

 אי אפשר להציג כשבר 2נוכיח ש 
m
n

 .כלשהו 

 :הוכחה בדרך השלילה

נניח שקיים שבר 
m
n

2 כזה ש  m
n

 -ו =
m
n

 איננואם הוא ( מצומצםהוא שבר  

 ).אותו נצמצם –מצומצם 

2                                                           את השוויוןבריבוע  נעלה m
n

=  

                                                                  :ונקבל 
2

2 2
22 2m n m

n
= ⇒ =  

 ).ר אחרבמספ 2כי הוא מכפלה של (הוא מספר זוגי  2m ןולכ

כי ריבוע של מספר אי זוגי הוא מספר (הוא מספר זוגי  m ,2ומהוכחת משפט 

 ).אי זוגי
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2 -נחזור ל 22n m= .2: 2-נצמצם את שני האגפים ב

2
mn m= ⋅ 

2mאפשר להציג אותו כ, מספר זוגי m -מכיוון שקיבלנו ש k=  :ומכאן  

 2 22 2 2
2
kn k k= ⋅ =   

 

2m  ,הוא מספר זוגי nהוא מספר זוגי ולכן  2n מכאן k=. 

 כלומר השבר, הם מספרים זוגיים nוגם  mקיבלנו שגם 
m
n

מצומצם  איננו 

 השברעם העובדה ש קיבלנו סתירה ).2-אותו ב לצמצם ניתן היה(
m
n

היה  

 .מצומצם

m מכאן ההנחה שקיים שבר
n

2 כלשהו כזה ש  m
n

 .תיהיא הנחה מוטע, =

 . ירציונאלהוא מספר אי  2 -ש מכאן

 

 4=5                                                                                        : 4משפט  .4

c  5  4                                                                              :נניח ש 1a b= = = 

c                                                                                          :מכאן b a= −   

)האחרון ב  ןנכפיל את השוויו )b a− 2    : ונקבל( ) ( )c b a b a− = −  

                     :מכאן
2 22cb ca b ab a− = − +  

2a:                          2נחסר משני האגפים  2 2cb ca a b ab− − = − 

ab :                     2נחבר לשני האגפים  2ab cb ca a b ab+ − − = − 

cb  :                     2נחסר משני האגפים  2ab ca a b ab cb− − = − − 

)                                                   :  נקבל ) ( )a b c a b b a c− − = − − 

) -נצמצם ב )b a c− −  :                                                  a b= 
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 4=5                                                                קיבלנו

c  5  4: ש ם ההנחהא 1a b= =  .הסבירו ?הייתה הנחה מוטעית, =

 -חילקנו ב ההוכחהבמהלך . אלא בהוכחה, טעות איננה בהנחההברור ש

( )b a c− )ערך ביטוי . − )b a c− 5 הוא− 4 1 0− − = . 

 ).אלא במספרים, כאשר לא עוסקים בגבולות( 0 -לחלק ב יןאשוכמובן 

 

)                              :טבעי מתקיים nלכל : 5 משפט .5 )2 4 6 2 1n n n+ + + + ⋅ = ⋅ +  

 .נוכיח בעזרת אינדוקציה מלאה

1nעבור  )                                                        :הטענה נכונה = )2 1 1 1= +    

2nעבור  2                                            : הטענה נכונה  = 2 2 2 (2 1)+ ⋅ = ⋅ +                                      

1nבור עיכולנו להסתפק רק בבדיקה אומנם ( מספיק באינדוקציה כי , =

 .)לבדוק מקרה אחד שממנו אפשר ללכת הלאה

 : kנניח שהטענה נכונה עבור מספר טבעי כלשהו 

( )2 4 6 2 1k k k+ + + + ⋅ = ⋅ + 

1kנוכיח שגם עבור , על סמך ההנחה  :כלומר שמתקיים, הטענה מתקיימת +

( )2 4 6 2 2( 1) ( 1) 2 1 ( 1) ( 2)k k k k k k k+ + + + ⋅ + + = + + + = + ⋅ +  

הטענה מתקיימת גם עבור כל  kר מספר והוכחנו שאם הטענה מתקיימת עב

.k -מספר שלם הגדול מ

 

 

 .    המשפטים שהוצגו בסדנה הזאת הם משפטים מתורת המספרים :הערה

 :בהוכחות נעשה שימוש בשלוש דרכים שונות

כלומר הנחנו הנחות שגויות וההוכחה  .הוכחו בדרך השלילה 3 -ו 1ים משפט

 .הביאה לתוצאה השוללת את ההנחה שהנחנו
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להבדיל מהוכחה בדרך (הוכח על ידי הוכחה של טענה משלימה  2משפט 

 .)השלילה

 .התבססה על אינדוקציה 5הוכחת משפט 

 .הה כשגויתהתגל 4משפט הוכחת 

  



 

 הוכחות                                                      ב                                                "אוגדן למדריך הבית ספרי למתמטיקה  בחט 48
 המרכז הארצי למורים למתמטיקה בחינוך העל יסודי

 

 מקורות

 של משרד החינוך  הלימודים תוכנית 

 Hanna, G. (1989). Proofs That Prove and Proofs That Explain. In: G. 

Vergnaud, J. Rogalski, and M. Artigue (Eds.), Proceeding of the 

international Group for the Psychlogy of Mathematics Education, Paris, Voll 

II, 45-51 

 

 Proceedings of the ICMI Study 19 conference: Proof and Proving 

Mathematics Education, Volume 1-2  

Editors Fou-Lai Lin, Feng-Jui Hsieh, Gila Hanna, Michael de Villiers  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



 

 ב"אוגדן למדריך הבית ספרי למתמטיקה בחט                                                                      הוכחות                               49
 המרכז הארצי למורים למתמטיקה בחינוך העל יסודי                                                                                                     

 

 רשימת קישורים

 שבפנים הנקודה 

http://highmath.haifa.ac.il/Ogdan/הנקודהשבפנים.html 

 שבמחומש הנקודה 

http://highmath.haifa.ac.il/Ogdan/ חומשמב_נקודה .html 

 הטרפז יישומון 

http://highmath.haifa.ac.il/Ogdan/טרפז.html 

 

 

 

http://highmath.haifa.ac.il/Ogdan/הנקודהשבפנים.html�
http://highmath.haifa.ac.il/Ogdan/נקודה_במחומש.html�
http://highmath.haifa.ac.il/Ogdan/טרפז.html�

	הקדמה
	מדוע ומה להוכיח?
	מתוך תכנית הלימודים לחטיבת ביניים תשע"ד
	סדנה 1: מה ייחשב כהוכחה?


	פתרונות והנחיות למדריך
	הצעה לפתרון השאלות:
	סדנה 2: הוכחת קיום


	פתרונות והנחיות למדריך
	הצעה לפתרון השאלות:
	סדנה 3: על נקודות ומצולעים חסומים, ועל מרחקים קבועים


	פתרונות והנחיות למדריך
	הצעה לפתרון השאלות:
	סדנה 4: מצולעים


	פתרונות והנחיות למדריך
	סדנה 5: הוכחות לא רק בגאומטריה

	פתרונות והנחיות למדריך
	מקורות
	רשימת קישורים

