
  

  

  

  

     

זהויות , חוצי זוויות, מעגלים, משולשים: הנושא
   –סדרה הנדסית ושאיפה לגבול ,טריגונומטריות

  ?מה הקשר
  

  
  

  .אבי סיגלר  :י"הוכן ע
  

            
המאמר מציג תהליך גיאומטרי של יצירת סדרה אינסופית של משולשים   :תקציר

גלים הם ואורכי המחוגים של המעיהיקפ, אשר שטחיהם, חסומים במעגל
ההוכחה עצמה מקשרת בין . החסומים בהם שואפים באופן מונוטוני לגבול

, נעשה בה שימוש בשיקולים גיאומטריים: תחומי תוכן שונים במתמטיקה
  .שוויון הממוצעים ועוד-אי, חישובי גבולות, הגדרת סדרות

      

, משולש, הנדסה, הנדסת המישור, גיאומטריה, גיאומטרית המישור, קישוריות  :מילות מפתח

חוצה , קוים מיוחדים במשולש, מעגל חוסם משולש, מעגל חסום במשולש

, משולש שווה צלעות, דמיון משולשים, אנך אמצעי, גובה, זווית

היקף , שטח משולש, משפט הקוסינוסים, משפט הסינוסים, טריגונומטריה

חשבון , אנליזה, סדרה הנדסית, סדרות, אי שוויון הממוצעים, משולש

  . גבול, יאלידיפרנצ

  
  .33-37עמודים , 2006ו " תשס,36ה "על  :החומר פורסם במסגרת

  
    
      

  . עמודים5: החומר מכיל בנוסף לעמוד הפתיחה
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
ale36-5       

  מ"מל
  המרכז הישראלי להוראת

  ש עמוס דה שליט"המדעים ע

  ראל מכון טכנולוגיה ליש-הטכניון 
  המחלקה להוראת הטכנולוגיה והמדעים

  מוסד הטכניון למחקר ופיתוח

   המרכז הארצי– "קשר חם"
  תמטימינוך החיענון הריפור וש, ידוםקל
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  ,זהויות טריגונומטריות, חוצי זוויות, מעגלים, משולשים

   –סדרה הנדסית ושאיפה לגבול 
  ?מה הקשר

  
               

  גלראבי סי
  חיפה, האוויר-ס הטכני של חיל"ביה

  
  

, במאמר מוצגת הוכחה לתכונה גיאומטרית מעניינת

אותה הסקתי מקישור שעשיתי בין שתי שאלות , לדעתי

  . שנקרו בדרכינפרדות

  : יש להוכיח כי– 1שאלה

222אם  ,, CBA נקודות ההשקה של המעגל החסום

111במשולש  CBA∆ אז :  

1 (   222 CBA∆  יותומשולש חד זוהוא;  

2  (  
2

90 1
2

A
A

∠
−°=∠  

  

  

  

  

  

  

  

  : יש להוכיח כי– 2שאלה

111אם ממשולש  CBA∆ , בונים את המשולש

000 CBA∆ , שקדקודיו הם נקודות החיתוך של

סם את ההמשכים של חוצי הזוויות עם המעגל החו

111המשולש  CBA∆ ,אזי מתקיימים הקשרים:  

2
1

0

2
1

0

2
1

0

2
90

2
90

2
90

C
C

C

B
B

B

A
A

A

∠=
∠

−°=∠

∠=
∠

−°=∠

∠=
∠

−°=∠

  

 אז. מן רבזלפני  עסקתי  הראשונהשאלההבפתרון 

אם נחסום מעגל במשולש : שאלתי את עצמי

222 CBA∆ 333 ונקבל את המשולש CBA∆וכך הלאה  ,

kkknnn     : האם יתכן ש CBACBA ∆∆ nk - ל~ ≠ ?

 זוויותמידות הכלומר האם יש איזו שהיא מחזוריות ב(

  ) ? המשולשים החסומיםשל

 שנה 20לפני . התשובה לשאלה זו התגלתה כשלילית

 יהדינאמהוכחתי שבתהליך , בגיליונות מתמטיקה

אין דמיון בין המשולשים מן הצורה , המתואר

kkk CBA∆ובנוסף     : °→∠
∞→

60
nnA  

 כשעברתי על שאלות, לא מזמןבשאלה השנייה נתקלתי 

 הקשר הזהה בין הזוויות .בגרותשנתנו בעבר בבחינות 

  : כי הביאני מייד למסקנהשל המשולשים

222000 ~ CBACBA ∆∆  

והובילני לחקור את ההתנהגות של סדרות משולשים 

,  המתקבלות מחזרה על בניית משולשים כאלהוזוויות

  . כלומר מביצוע תהליך דינאמי

  דינאמיתאור התהליך ה

111 חסום משולשRמחוג במעגל בעל  CBA∆) לא שווה

11ויות וחוצי הז. )צלעות , AB  חותכים את ∠1C- ו∠∠

22המעגל בנקודות  , AB2- וCחוצי .  בהתאמה

222זוויותה ,, ABC חותכים את המעגל בנקודות  ∠∠∠

333 ,, ABCהמשולש , וכך הלאה,  בהתאמהnnn CBA∆ 
 של זוויותידי נקודות החיתוך של חוצי ה-נוצר על

111המשולש  −−−∆ nnn CBAמעגל עם ה.  

  

  

A1 

A2 

C1 

B1  

B2 C2  

C3  

A3  

B3  

A1 

1C 1B 

0C 0B 

0A 

222כאשר  ,, ABC הן 

 .1נקודות ההשקה כבשאלה 

 חקירה מתמטית
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  :נסמן

nS - שטח המשולש nnn CBA∆  

nP- היקף המשולש nnn CBA∆  

nr -  רדיוס המעגל החסום במשולשnnn CBA∆  

  

  :במאמר זה נוכיח

)1( nSSSS <<<  -  ו321...
4

33lim
2RSnn

=
∞→

  

)2(  nPPPP <<< 33lim -  ו321... RPnn
=

∞→
  

)3(   nrrrr <<<  -     ו321...
2

lim Rrnn
=

∞→
  

)4(  °=∠=∠=∠
∞→∞→∞→

60limlimlim nnnnnn
CBA  

מי א שהתהליך הדינ,ארבע הטענות הללו היאמשמעות 

היקפים , ל שטחים שמונוטוניות עולותיוצר סדרות 

השואפות כולן לגבול ,  של מעגלים חסומיםמחוגיםו

nnn  המשולששמשמעותו שאיפת CBA∆ שווה  למשולש

  .צלעות

111הקשר בין  ,, CBA 222לבין  ∠∠∠ ,, CBA ∠∠∠  

  :1טענה 
2

90 1
2

AA ∠
21:או ∠=°− 2180 AA ∠−°=∠  

2
90 1

2
B

B
∠

21: או∠=°− 2180 BB ∠−°=∠  

2
90 1

2
C

C
∠

21 : או∠=°− 2180 CC ∠−°=∠  

  
212 נשענת על הקשת ∠2A:  הוכחה BACכבת מן ר המו

12הקשתות  AC21 - וBA   

                   :  לכן
2

90
22

111
2

ACB
A

∠
−°=

∠
+

∠
=∠  

  
  1מסקנות מטענה 

222המשולש . א CBA∆לכן עבור כל, זוויות- חד : 
2≥n ,nnn CBA∆זווית- חד.  

2122. ב AABC כי הזווית הנוצרת בין שני מיתרים ⊥

: אלה שווה ל
2

2221

∩∩
+ BACA

  :מתקייםו 

°=
∠

+
∠

−°=
∠

+∠=
+

∩∩

90
22

90
22

111
2

2221 CCCCBACA
  

111 של חוצי הזוויותנקודת הפגישה של , M  לכן CBA∆ 
222 של הגבהיםהיא גם נקודת הפגישה של  CBA∆ . לכן

נקודת הפגישה של חוצי הזוויות של 

111 −−−∆ nnn CBA מתלכדת עם נקודת הפגישה של

nnnגבהי CBA∆ .  

  )3(-ו, )2(, )1( להוכחת – זהויות טריגונומטריות

αβγאם : 2טענה    : קיים,  זוויות משולש,,

8
1coscoscos)5( ≤⋅⋅ γβα  

  

  

  

  

  

  :   לפי משפט הקוסינוסים קיים:הוכחה

bc
acb

2
cos

222 −+
=α     ,         

ac
bca

2
cos

222 −+
=β  

ab
cba

2
cos

222 −+
=γ  

  : כילכן עלינו להוכיח 
222222222222 8))()(( cbaacbbcacba ≤−+−+−+

שוויון -איהקהה או ישר זווית ∆ABCברור שאם 

). חיובי-כי במקרים אלה האגף השמאלי אי(מתקיים 

 רק במקרה שהמשולש הטענהלכן נשאר להוכיח את 

ABC∆זוויות - חד.  

  : נסמן

xcbaybcazacb ≡−+≡−+≡−+ 222222222 ,,
)x ,y ,zחיוביים  (  

                     :ואז
22

,
2

222 yxazxbzyc +
=

+
=

+
= 

:        כלומר נשאר להוכיח ש
222

? zyzxyx
xyz

+
⋅

+
⋅

+
≤ 

  :שוויון הממוצעים- לפי איאבל

xyyxxzzxyzzy
≥

+
≥

+
≥

+
2

,
2

,
2

   

xyzzyx:                  לכן
zyzxyx

=≥
+

⋅
+

⋅
+ 222

222
  

A 

B C 

c 

a 

b  

β  

α  

γ  

C2 

B1 

A2 

C1 

A1 

B2 

M 
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zyx: השוויון מתקיים כאשר(  כלומר כאשר ==

ABC∆צלעות-שווה.(  
  

  : 3טענה 

  : קיים2בנתוני טענה 

           
8
1

2
sin

2
sin

2
sin)6( ≤⋅⋅

γβα
  

  : הוכחה

:    נסמן
2

901
αα −°= , 

2
901

ββ −°= , 
2

901
γγ −= o  

111180                 : ברור ש γβα ++=°   

111                  : קיים2טענה לפי  coscoscos
8
1 γβα ⋅⋅≥  

           : לכן
2

sin
2

sin
2

sin
8
1 γβα

⋅⋅≥  

  :3מסקנה חשובה מטענה 

Rr      : בכל משולש קיים
2
1

≤  

: ידועה הזהות: הוכחה
2

sin
2

sin
2

sin4 γβαRr = 

  ). רותזהות שהופיעה כמה פעמים בבחינות בג(

                                 :3לפי טענה 
2

sin
2

sin
2

sin
8
1 γβα
≥   

Rr                                                          :לכן
2
1)7( ≤  

  :3מסקנה נוספת מטענה 

γβαγβα sinsinsin
2

cos
2

cos
2

cos)8( ⋅⋅≥  

  
  : הוכחה

2
cos

2
cos

2
cos

2
cos

2
cos

2
cos

2
sin

2
sin

2
sin8

2
cos

2
sin2

2
cos

2
sin2

2
cos

2
sin2sinsinsin

γβγγβαγβα

γγββααγβα

≤=

=⋅⋅=

≤
444 3444 21
3)טענה (לפי1

  
αβγאם : 4טענה    :אזי קיים,  זוויות משולש,,

γβαγβα 2sin2sin2sinsinsinsin)9( ++≥++  

  

  :לפי משפט הסינוסים קיים: הוכחה

  
R

cba
2

sinsinsin ++
=++ γβα  

  : ידועה מאוד הזהות

SR 2)2sin2sin2(sin2 =++ γβα  

            : לכן
2

22sin2sin2sin
R

S
=++ γβα  

  :צריך להוכיח שבמשולש קיים) 9(לכן כדי להוכיח את 

2

? 2
2 R

S
R

cba
≥

++
  

SRcba        :או 4)(
?
≥++  

r            :או
cba

Rcba ⋅
++

⋅≥++
2

)(
4)(

?
  

rR             :או 2
?
≥  

  .וזה כבר הוכח

  
αβγאם :  5טענה    :קיים,  זווית משולש,,

γβαγβα coscoscos
2

sin
2

sin
2

sin ⋅⋅≥  

 או  זוויתלש קההושוויון קיים במש-ברור שהאי:  הערה

 לכן ,חיובי- כי במקרה זה האגף הימני אי,ישר זווית

. זוויות-שוויון במשולש חד-איהנשאר להוכיח את 

אך מעניינת בעיקר תודות לשילוב , ההוכחה מסובכת

  .בין שיקולים טריגונומטריים ואלגבריים

  

  : הוכחה

:     נסמן
x
x

−≡
+≡

θγ
θβ

   

           

θα: ואז 2180 −°=   

  

  

  

  : )10(את  כדי להוכיח זהבסימון 

γβαγβα coscoscos
2

sin
2

sin
2

sin ⋅⋅≥  

  :עלינו להוכיח כי

)cos()2180cos()cos(                                

)90sin(
2

sin
2

sin)10(

?

?
*

xx

xx

+−°−≥

≥−°
−+

θθθ

θ
θθ

  

°<<°: עם האילוצים הבאים 4590 θכי  :αזווית חדה   

                o045 ≥≥° x  כי :βזווית חדה   

                    x>θ     0: כי>γ   

  :גם כך) 10(*אפשר לכתוב את 

02cos)cos()cos(cos
2

sin
2

sin)10( ** ≥−++
−+ θθθθθθ xxxx

אם נשתמש בנוסחאות הפיכת מכפלה לסכום באגף 

  ).10*(השמאלי של 

  : כינקבל שעלינו להוכיח 

02cos)2cos2(coscos)cos(cos
?
≥++− θθθθ xx  

1cos22cos                :נשתמש בנוסחהאו אם  2 −= xx   

A 

B  

C 

β  

α  

γ  
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C2 

B1 

A2 

C1 

A1 

B2 

  : נקבל שעלינו להוכיח

02cos2coscoscoscos2coscos2)10(
?

222*** ≥+−−+ θθθθθ xx

  

zx: אם נסמן ≡cos ,נקבל פונקציה :  

θθθθθ 2cos2coscoscos2cos2)()11( 222 +−−+= zzzy
<°: אולם 45θ02 :לכןcos <θ ,ומכאן:)(zy היא 

אם נוכיח שבתחום הנתון . בעלת מקסימוםפרבולה 

, שלילי-אי) 11(המוחלט של הפונקציה המינימום 
 בקצות zy)(לצורך זה נבדוק את הערכים של . סיימנו

==° : כלומר עבור,תחום ההגדרה 0cos1 z  

==°:                    ועבור  45cos
2
2 z  

  :y)1(בדיקת )  א

0)1cos2)(1(coscos

)1cos3cos4(coscoscos3cos4

)1cos2(coscos1cos2

2coscoscos2cos

2cos2coscoscos2cos2)1(

2

324

2222

22

22

≥−+=

+−=+−=

−+−+−=

+−+=

+−−+=

θθθ

θθθθθθ

θθθθ

θθθθ

θθθθθy

  

1cos3cos4הפירוק לגורמים של : הערה 3 +−θ 

1cos: התבסס על העובדה ש −=θמאפס את הביטוי .  

  

⎟בדיקה עבור .  ב
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

2
2y:  

θθθθθθ

θθθθθ

2cos)cos
2
2(cos2coscoscos

2
2

2cos2coscoscos
2
22cos

2
12

2
2

222

22

+−=+−=

+−−⋅+⋅=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
y

  

°<<°: אבל נתון ש 4590 θלכן    :
2
2cos <θ  

0: ולכן
2
2

≥⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
y.  

  1-4הוכחת המשפטים 

  :עתה יש ברשותנו הכלים להוכיח כי
1 .......21 mSSS <<<  

2 .    mPPP <<< ...21  

3         .mrrr << ...21  

  

  

  

  

  1הוכחת 
21: נוכיח ש SS   .1 וזה מספיק כדי להוכיח את >

  :  1טענה לפי 

2
90,

2
90,

2
90 1

2
1

2
1

2
A

A
B

B
C

C
∠

−°=∠
∠

−°=∠
∠

−°=∠

  :נרשום את שטחי המשולשים

        111
2

1 sinsinsin2 CBARS ∠⋅∠⋅∠=  

  

2
cos

2
cos

2
cos2

sinsinsin2

1112

222
2

2

CBAR

CBARS
∠∠∠

=

∠⋅∠⋅∠=
  

  : קיים – 3מסקנה מטענה ) 8(אבל לפי 

111
111 sinsinsin

2
cos

2
cos

2
cos CBA

CBA
∠∠∠≥

∠∠∠

21       :לכן SS <  

111קיים רק אם ושוויון ( CBA∆צלעות- שווה.(  

  
21: מספיק להוכיח ש:  2הוכחת  PP <.  

sinsin(sin2(           :קיים 2222 CBARP ∠+∠+∠=  

)sinsin(sin2 1111 CBARP ∠+∠+∠=  

)]2180sin()2180sin()2180[sin(2 222 CBAR ∠−°+∠−°+∠−°=  

)2sin2sin2(sin2 222 CBAR ∠+∠+∠=  

  : 4בטענה אבל הוכח 

222

222

2sin2sin2sin
sinsinsin

CBA
CBA

∠+∠+∠≥
≥∠+∠+∠

  

12    : ןלכ PP >  

  

  
12:  מספיק להוכיח ש:  3הוכחת  rr >.  

  :קיים

        

2
sin

2
sin

2
sin4

2
sin

2
sin

2
sin4

222
2

111
1

CBA
Rr

CBA
Rr

∠∠∠
=

∠∠∠
=

  

                :אבל

21

21

21

2180
2180
2180

CC
BB
AA

∠−°=∠
∠−°=∠
∠−°=∠

  

  :לכן
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111והשוויון קיים רק כאשר  CBA∆שווה צלעות .  
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nnnמשולש ההגבול של  CBA∆הוא משולש שווה צלעות .  
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  סיכום

המאמר מציג תהליך גיאומטרי של יצירת סדרה 

 אשר ,אינסופית של משולשים חסומים במעגל

 יםל המעגאורכי המחוגים שלם ויההיקפ, םיהשטח

  . מונוטוני לגבולאופן שואפים במים בהםהחסו

שהוצגו כאן הוכחות ארבעת המשפטים המרכזיים 

: בין תחומי תוכן שונים של המתמטיקהשילוב נשענו על 

  .אלגברה וגיאומטריה, טריגונומטריה

שוויונים -אי נעשה שימוש ב:טריגונומטריהב  )א

 מחוג המעגל – rקשר בין , זהותיים במשולש

 מחוג המעגל החוסם -  Rלש לבין החסום במשו

  .זוויות משולשמשולש ובקשר שבין אלה לבין 

,  שוויון הממוצעים-אי נעשה שימוש ב:אלגברהב  )ב

מוחלט של מינימום , חקירת פונקציה ריבועית

, סדרה הנדסית, פונקציה ריבועית בתחום נתון

סדרה של סכום , הגדרת סדרה לפי מקום

 .אינסופית מתכנסת
 -  שהחל מנוהוכח: יםגיאומטרים בעזרת שיקולי  )ג

222 CBA∆מתקבלת ו, זווית-יד כל המשולשים ח

nnn -מרכז המעגל החסום בבין התלכדות  CBA∆ 
 במשולש הגבהים ה שלפגישנקודת העם 

111 +++ nnn CBA. 
  

  המשולש הוא השאיפה שלנאמיתוצאת התהליך הדי

nnn CBA∆המשולש בעל – למשולש שווה צלעות 

 םהמקסימאליי,  המעגל החסוםמחוגההיקף ו, השטח

  .החסומים במעגל נתון

  ?מה בכיתה

הידע הדרוש לפתרון הבעיה המוצגת במאמר זה שייך 

בזכות עושר . ל" יח5כולו לתכנית הלימודים ברמת 

ההזדמנויות לקישור בין תחומי תוכן שונים מתכנית 

יש לבעיה פוטנציאל גדול להוות בעיית חקר , הלימודים

פרוייקט כזה . לפרוייקט עבור תלמידים מצטיינים

ניתן להתחיל את . מאפשר ביצוע הערכה חלופית

הפרוייקט בחקירה בעזרת לומדה של גיאומטריה 

ורק לאחר מכן , שתוביל להעלאת השערות, דינאמית

  !בהצלחה. לעבור להוכחתן


