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שימוש בשגיאות של תלמידים כמנוף לשיפור 
  הלמידה ולהעמקת הידע המתמטי

    
  1חמוטל דוד

il.ac.technion.techunix@hamutal  
  מוסד הטכניון למחקר ופיתוח , "חם-קשר"

   מכון טכנולוגי לישראל–הטכניון 
  חיפה, י העבריהספר הריאל-בית

    
  

 הקדמה

מטרת ההוראה היא להרחיב את מאגר הידע שהולך 

כלומר להפגיש אותם עם , ומצטבר אצל התלמידים

הנושא הנלמד ולבנות בינו לבין הידע הקודם שלהם 

. יציבה וענפה ככל האפשר, מערכת קשרים תקפה

לצורך . בקיצור מקובל לומר שהמטרה היא לבנות הבנה

נחוצה בחינה של , ניתן לעשות זאתהדיון באופן בו 

בחלקו הראשון של המאמר מובאת . 'הבנה'המושג 

הבנה 'סקירה של תיאוריות שונות שהתייחסו למושג 

ונזכרו במחקרים בחינוך המתמטי במהלך ' מתמטית

או ' הבנה מתמטית'לאחר ההגדרה של המושג . השנים

, וניסוח מטרת ההוראה לאורה', חשיבה מתמטית'

רעיונות והצעות , בחלק השני של המאמר, מובאים

כדי להעמיק , לשימוש בניסיון העשיר שיש לנו כמורים

. ולשפר את תהליך הלמידה לקראת שיפור ההבנה

למעשה . שגיאות רבות של תלמידים חוזרות על עצמן

מייצגת שלב , פרט לפליטות קולמוס, כמעט כל שגיאה

מסוים זיהוי המקור של השגיאה ושיוכו לשלב . בהבנה

הם מיומנויות , ברכישת ההבנה של מושג מסוים

יכולים , זיהוי המקור ושיוכו כנזכר. חיוניות לכל מורה

 שתטפל בדיוק ,לאפשר למורה להציע משימת המשך

חלקו השני של המאמר . בהשלמת אותו שלב של הבנה

,  אוסף דוגמאות של שגיאות אופייניות,אם כך, מכיל

 שלהן והצעות להמשך בצד ניתוח וזיהוי של המקור

הלמידה במטרה להשלים את ההבנה ולשרש את 

 .הטעויות

   דיון תיאורטי– Iחלק 

 ?  מה יש בו–ידע מתמטי 
 , אותו אנו מעוניינים להנחיל לתלמידים,הידע המתמטי

ועל אכסיומות , מבוסס על מושגים והגדרותיהם

הלומד מתוודע אל המושגים דרך דוגמאות . ומשפטים

הנשען בדרך , 2מושג-הוא בונה לעצמו דימוי. או הגדרות

משתמש בייצוגים , 3כלל על אוסף דוגמאות טיפוסיות

המבנה . שונים ומקשר בין המושג לבין מושגים אחרים

, הדוגמאות שלו,  הכולל את דימוי המושגיהמנטאל

  .סכמה : הייצוגים שלו והמושגים הקשורים אליו נקרא

של קשרים האכסיומות והמשפטים הם ביטויים 

בנוסף להכרה . ויחסים בין מושגים מסוימים לאחרים

האכסיומות והמשפטים , ההגדרות, של המושגים

על ,  שאותן הלומד מסוגל לבטא כהיגדים,כיחידות ידע

הלומד לרכוש גם מיומנויות של ביצוע תהליכים 

ניסוח , הוכחת טענות מתמטיות: מתמטיים כגון

, צוע של התהליכיםלצורך הבי. השערות ופתרון בעיות

נדרש הלומד לרכוש גם מיומנויות של ביצוע חישובים 

מעבר מייצוג , שימוש באלגוריתמים שונים, אלגבריים

אחד למשנהו וזיהוי קשרים בין מושג  מסוים למושגים 

 . אחרים

                                                           
 ,(Vinner לפי וינר הבחנה על ה בהמשך יורחב הדיבור  2

הגדרת "לבין  (concept image)" דימוי המושג "בין .1991)
  . (concept definition)  "המושג

: מכונות בספרות המקצועיתדוגמאות טיפוסיות  3
דוגמא :  למשל).1992, 1991, הרשקוביץ(" פרוטוטיפיות"

דוגמא פרוטוטיפית . ריבוע: פרוטוטיפית למושג מרובע היא
גובה לבסיס במשולש שווה : למושג גובה במשולש היא

  .)1996, גם אצל דוד' ר. (שוקיים

1
המאמר נכתב בעקבות הרצאת מליאה שניתנה בכנס  

,  וצוותיהםמרכזי המקצוע מתמטיקה לש 15-הארצי ה
ת הטכנולוגיה במחלקה להורא" קשר חם"שהתקיים מטעם 

 6.4.2006, חיפה, הטכניון, והמדעים

 "קשר חם"מאמרים פרי עטן של חברות צוות 
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 רכישת הידע המתמטי

 תהליך הלמידה מכיל התנסויות בהן פותרים ,בדרך כלל

בודקים , מבררים מושגים, תעונים על שאלו, תרגילים

יש שלבים ; לפעמים טועים, לא תמיד מצליחים; דרכים

למעשה במהלך ההתנסויות הללו ... בהם פשוט תוהים

הלמידה . מתרחשת רכישה של מיומנויות מתמטיות

בקצב עצמי ורק , מתבצעת אצל כל לומד באופן עצמאי

עלינו כמורים מוטלת החובה . אם הוא מוכן ונכון לכך

.  ור לו הזדמנויות למידה שיגבירו נכונות ומוכנות זוליצ

 :לפי התיאוריה הקונסטרוקטיביסטית של הלמידה
מושגים ויחסים מושגיים הם מבנים "...

מנטאליים שאינם יכולים לעבור מתודעה אחת 

ידי -על מושגים להיבנות באופן אישי על. לאחרת

 . כל לומד
עם זאת למורים שמור התפקיד לכוון את 

. הליך הקונסטרוקטיבי של התלמידיםהת

קל יותר לכוון את התלמיד לתחום , בוודאי

מסוים של מבנה מושגי מסוים כאשר יש מושג 

במילים . על המבנים המושגיים הנוכחיים שלו

כדי לעצב את חשיבת התלמיד המורה , אחרות

... זקוק למודל של האופן שבו התלמיד חושב

,  עם לומדיםככל שהמורה צובר ניסיון רב יותר

כך טובים סיכוייו לנחש באופן נבון מה עשויה 

 ..." להיות חשיבתו של תלמיד מסוים
 ).2005אצל הרפז , Glasersfeld, 1995לפי (

  

אימוץ הגישה הקונסטרוקטיביסטית מחייב , לפיכך

אותנו המורים  לנסות ולהתחקות באורח מתמשך אחר 

 בכל שלב עלינו לנסות ולהבין. הנעשה במוחו של הלומד

של הלמידה את הקשרים שכבר נוצרו במוחו של הלומד 

ביחס למושג מסוים ולהציע לו התנסות למידה עוקבת 

 עלינו לעצב לו –במילים אחרות . שתשפר ותעשיר אותם

 . הזדמנויות להמשך הלמידה

 מטרת ההוראה

– עיצוב הזדמנויות למידה –כדי להצליח במשימתנו 

בהיותנו . טרת ההוראהעלינו להסכים קודם כל על מ

יש להניח שרובנו , חלק ממערכת החינוך במדינת ישראל

נראה בהצלחת תלמידינו בבחינות הבגרות את אחת 

יש . ממטרות ההוראה אם לא את המטרה בהא הידיעה

 שלצורך זה מספיקה ידיעת הנושאים ברמה ,שיטענו

כמחנכים . אלא שלא נסתפק בכך. שטחית בלבד

ודאי נשאף גם לפיתוח ולטיפוח וכמחנכים מתמטיים ב

 הבנהכמו גם לפיתוח ולטיפוח , של חשיבה מתמטית

לא נסתפק בכך שתלמיד ידע לחזור על . 4מתמטית

נרצה . אלגוריתם בסיטואציה מוכרת וידועה מראש

שיוכל לעשות זאת מתוך הבנה של דרך הפעולה של 

ונרצה אולי שיוכל גם לשנות ולו במעט את , האלגוריתם

פעלה של האלגוריתם בסיטואציה שונה מהלך הה

נרצה שבעת חקירת פונקציה , למשל, כך. מהמוכרת

מצד , תתבצע פעולת הגזירה ומציאת הסימן של הנגזרת

מצד שני מתוך הבנה של , אחד באופן כמעט אוטומאטי

 . הקשר בין סימנה של הנגזרת לבין שיפוע המשיק לגרף
 גומלין חשיבה והבנה יחסי: לשני המושגים שהוזכרו

שהרי לקיום תהליך חשיבה נחוצה הבנה , מורכבים

מושגת תוך קיום ) או העמקת ההבנה(ואילו הבנה 

לקיום תהליך חשיבה נחוצות . תהליך חשיבה

מעוניינים לפתח במהלך , כמובן, אותן אנו, מיומנויות

לקיום תהליך , באופן בסיסי עוד יותר. תהליך הלמידה

חכה פיתיון : "בספרו. )מוטיבציה(חשיבה נחוצה הנעה 

סוקר יורם הרפז את " גישות לחינוך החשיבה, ודגים

התיאוריות השונות העוסקות במושג החשיבה ומרחיב 

, הרפז(את הדיון במורכבות הקשר בינו לבין ההבנה 

2005.( 
, התיאוריה הקונסטרוקטיביסטית של הלמידה

רק . תואמת את המורכבות הזאת, שהוזכרה לעיל

מסוגל לפתח הבנה בעזרת חשיבה שהיא הלומד בעצמו 

מורה בעל ניסיון , יחד עם זאת. חלק מההבנה עצמה

יכול לזהות את מצב ההבנה של התלמיד ומוטל עליו 

אשר מחד תואמת בדיוק את , להציע לתלמיד משימה

ומאידך מטרתה להצעיד , מצב ההבנה בו הוא נמצא

 .אותו אל העמקתה

 חשיבה מתמטית

טית מאופיינים בקפדנות תהליכי החשיבה המתמ

(rigor) , אנליטיות ופורמאליות ושונים בכך מתהליכי

כל תהליך הנמקה צריך . חשיבה בתחומים אחרים

עליו להיות מבוסס על : להתנהל באופן מוקפד ביותר

 ללא סתירות –עקבי , טיעונים ומושגים מוכרים

תהליכי הנמקה . ורצוי ללא חזרות מיותרות, פנימיות

ענים בדרך כלל על קשרים ענפים בין מתקדמים נש

אף מתחומי תוכן שונים , לעיתים, הנלקחים, מושגים

החשיבה המתמטית נשענת על כללי . במתמטיקה

ההיסק הלוגיים ומשתמשת בשפה הטבעית בצד מערכת 

                                                           
  .הדיון במושגים הבנה וחשיבה ייערך בהמשך 4
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ההבדלים בין הנורמות של השימוש . סמלים קשיחה

בשפה הטבעית לבין הנורמות הנהוגות בשפה 

בנוסף לדיוק . ים קשיים בהבנההמתמטית מעורר

ולתמציתיות לעיתים מילים מהשפה הטבעית משמשות 

אך המשמעות הלשונית , כשמות למושגים מתמטיים

כך למשל המילה . שלהן אינה זהה לפרושה המתמטי

במתמטיקה מבטאת את התוצאה של פעולת ' מנה'

. בעוד שבשפה הטבעית משמעויותיה שונות, החילוק

 המשלבת בין מילים בשפה ,הכתיבה המתמטית

בעיקר , הטבעית לבין סמלים מתמטיים היא מסורבלת

 כך –כיווני הקריאה לעיתים אינם אחידים . בעברית

בטקסט . למשל בקריאת סימן האינטגרל המסוים

המשלב סמלים מתמטיים בתוך טקסט מילולי 

תלמידים נוטים למקד את תשומת הלב בביטויים 

יחסים משמעות שגויה הסימבוליים וכך לעיתים מי

 שבחנה את יכולת ההבנה של ,בעבודת מחקר. לכתוב

ידי סטודנטים בקורס חשבון -הוכחות כתובות על

ניכרת , בטכניון, דיפרנציאלי ואינטגרלי מתקדם

היצמדות לביטויים האלגבריים השלובים בתוך המלל 

  .)1996, דוד(

קשיים אלה מכבידים גם על יכולת ההבנה של הוכחות 

בהיותן נדבך מכריע בהרחבת שדה הידע . יותמתמט

, הן תופסות מרכיב חשוב בעשייה המתמטית, המתמטי

מחקרים רבים עסקו באפיון תהליכי . בהוראה ובלמידה

ההוכחה המתמטית ובאפיון הקשיים שהם מעוררים 

 .אצל התלמידים

 שמעוררות הוכחות ,אחד הקשיים המרכזיים

תהליך החשיבה  טמון בצורך להתחקות אחר ,מתמטיות

 ,לעיתים קרובות מהלך החשיבה. המוצג בהוכחה

 אינו תואם את מהלך ,שמוביל אל מציאת הוכחה

אך כל הוכחה מייצגת תהליך של חשיבה , ההוכחה

הקורא הוכחה מתמטית מוזמן לבצע תהליך . מתמטית

גם אם לא עבר את , הכותב הוכחה מתמטית. חשיבה זה

חושב לפיו במהלך , התהליך שיכתוב במדויק באופן זה

תהליך . הכתיבה ויוצר את מסלול החשיבה עבור הקורא

אנליטי , חסכני, החשיבה מוצג בהוכחה באופן מדויק

 .אופן הצגה זה מגביר את הקושי בהבנה. ופורמאלי

עדויות מחקריות רבות מצביעות על קשיים בהבנת עצם 

מצד אחד וביצירתן , המהות של הוכחות מתמטיות

, שכדי להצדיק טענה, ה מוכרת היאתופע. מאידך

תלמידים מסתפקים בהבאת ראיות על ידי מקרים 

תלמידים , זאת ועוד. (Jaworsky, 1990)פרטיים בלבד 

 (,de Villiers, 1990אינם ערים לתפקידי ההוכחה 
, הם אינם רואים בהוכחה כלי שכנוע, למשל. 1995)

הם אינם . אלא רק כלי בידי המורה להצדקת דבריו

. אלא מאמינים למורה, תכנעים מן ההוכחה עצמהמש

גם לאחר קריאה או כתיבה של הוכחה פורמאלית הם 

ידי דוגמאות -זקוקים לאימות נוסף של הטענה על

(Fischbein, 1982; Fischbein and Kedem, 1982) .

 כי הוכחות מתמטיות מעוררות , אין זה מפליא,למעשה

אינו ,  הלוגישכן תהליך ההוכחה, קשיים כדוגמת אלה

משקף בהכרח את המהלך הטבעי של החשיבה 

קורה . (Henkin & Blackwell, 1988)האנושית 

פעמים רבות שתלמידים לא תמיד חשים אפילו את 

 .הצורך להוכיח

 הבנה מתמטית

אביטל (בהיותו מושג מעורפל , מושג ההבנה המתמטית

, אשר אופן המדידה שלו אינו ברור, )1968, ושטלוורס

גם הוא להתייחסות רחבה במחקר של החינוך זכה 

 .נביא כאן סקירה של גישות אחדות. המתמטי

מיין את רמות ההבנה במתמטיקה לאור ) שם(אביטל 

וקבע את ההבחנה בין חשיבה , בלום. ס.תורתו של ב

כאשר ההבדל הבסיסי , אלגוריתמית לבין מחקר פתוח

ון ביניהן הוא מידת החידוש הנדרש מהלומד לצורך פתר

חשיבה אלגוריתמית נחלקת לפי אביטל . הבעיה שלפניו

מחקר פתוח נחלק . הבנה ויישום, ידע: לשלוש רמות

 .  אנאליזה וסינתזה–לשתיים  

 הבחין בין שני (Skemp, 1976, 1978, 1991)סקמפ 

הבנה אינסטרומנטלית : סוגים של הבנה מתמטית

בהבנה ). מקשרת(לעומת הבנה רלציונית ) מכשירית(

, מדוע מבלי לדעת איךנסטרומנטלית הלומד יודע אי

. מדוע וגם יודע איךבעוד שבהבנה רלציונית הלומד יודע 

, גישה זו יוצרת הירארכיה בין שני שלבים של הבנה

השלמה , שהרי ברור הוא שעדיפה ההבנה הרלציונית

   . אלא שהדברים אינם כה פשוטים. יותר

 '  אלגוריתמיביצוע' מבדילה בין (Nesher, 1986)נשר 

למרות שלדעתה ייתכן שההפרדה ביניהם ', הבנה'לבין 

ביצוע : היא בלתי אפשרית בכל אחד משלבי הלמידה

אלגוריתמי עשוי לשפר את ההבנה וההבנה עשויה לשפר 

אלגוריתם מאופיין , לטענתה. את הביצוע האלגוריתמי

; בכך שהוא סופי ומבוצע צעד אחר צעד בסדר המתואר

הבנה יש לפנות למערכת של רעיונות ואילו להשגת 
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אלא , קודמים ידועים ומערכת זו אינה סופית ומושלמת

 . פתוחה

להבנה במשמעות של בניית הקשרים  מתייחסים גם 

. (Hiebert and Carpenter, 1992)הייברט וקרפנטר 

ניתן לראות הבנה כיצירה או ביסוס של , לטענתם

קיים לבין ידע קשרים בתוך תחום ידע קיים או בין ידע 

 .חדש

בנתחו פתרונות שסטודנטים הציעו  ,)1988, 1987(וינר 

 ,לבעיות בקורס ראשון בחשבון דיפרנציאלי ואינטגרלי

 התנהגות אנליטית: טבע שני מושגים הקשורים להבנה

מושגית  או התנהגות מושגית- ואנליטית לכאורהאו 

היא שלב בהבנה בו ' התנהגות אנליטית'. לכאורה

 עורך התאמה מעמיקה בין המתכון לפתרון לפי התלמיד

היא ' התנהגות אנליטית לכאורה'. לבין מצב הבעיה

בו התאמת המתכון לפתרון מתבצעת על , שלב קודם

היא ' התנהגות מושגית'. סמך סממנים חיצוניים בלבד

שלב בהבנה בו נעשה שימוש במושג תוך התאמה 

לעומתה . מעמיקה בין הגדרתו לבין תכונותיו וייצוגיו

היא שלב בהבנה בו ' התנהגות מושגית לכאורה'

פי מאפיינים חיצוניים -השימוש במושג מתבצע על

 ).ויזואליים או מילוליים(

להבדל שבין דימוי ) 1991(בהמשך מחקריו התייחס וינר 

 (conceptבעוד הגדרת המושג . מושג לבין הגדרת מושג
(definition כפי  היא הייצוג הפורמאלי של המושג

 (concept image)דימוי המושג , שהוא מופיע בהגדרה

כגון ,  הוא הייצוג שיש ללומד במוחו עבור המושג–

, אוסף תכונות, ייצוג ויזואלי, דוגמה פרוטוטיפית

בשלבים . אסוציאציות, קשרים עם מושגים אחרים

הראשוניים של למידת מושג הפער בין דימוי המושג 

הדימוי הנובע מהבנה הקיים במוחו של הלומד לבין 

דימוי מושג . מעמיקה של הגדרת המושג הוא גדול

המכיל קשרים ענפים בין המושג לבין מושגים , מפותח

נרכש תוך התנסויות בפתרון בעיות , אחרים רלוונטיים

, אבחון דימוי המושג הקיים במוחו של הלומד. 'וכד

 .יכול להעיד על רמת ההבנה שלו
.  של הלומד יוצר סכמהדימוי המושג המתפתח במוחו

 היא יחידת ידע סכמה, )Piaget J., 1977(ה 'פי פיאז-על

יחידה המתהווה כתוצאה . תפעולית או צורנית

מהתנסויות העבר ומספקת מסגרת להבנת התנסויות 

, למעשה פגישה עם התנסות חדשה יכולה לעדן. העתיד

אם נוצרת חוסר התאמה , או לתקן סכמה קיימת, לשפר

כך נוצרים במוחו של הלומד גם . סכמה אחרתבינה לבי 

 .קשרים בין הסכמות השונות
' !אהה' רגע ה–  שהבנהמציין) Davis, 1992(דיוויס גם 

 מתרחשת בעת שניתן להתאים רעיון חדש למערכת –

 .רעיונות קיימת ומוטמעת במוחו של הלומד

כאשר מדברים על הבנה מתמטית הכרחי לדון גם 

עסק ) Fischbein, 1989(ישביין פ. אינטואיציה: במושג

הוא הגדיר את האינטואיציה כתפיסה . רבות בנושא זה

בה מידע מעורפל או בלתי ,  תפיסה בהירה – מיידית

שלם מוסתר בעזרת מנגנונים היוצרים הרגשה של 

צורת קוגניציה ; )קוהרנטיות(ביטחון ולכידות , מיידיות

ההסקה . הנראית לאדם כמובנת מאליה

 –פי מודל מנטאלי סמוי -יבית מתבצעת עלהאינטואיט

 . הכרתי-מבנה מנטאלי שהשימוש בו הוא תת
, ספרד, 1986, דובינסקי ולוין, למשל(, חוקרים רבים

) 1992טול , 1991גריי וטול , 1991, דרייפוס, 1991

לפי . מבחינים בין רמות שונות בהבנה של תפיסת מושג

סת מושג הרמה הבסיסית ביותר בתפידובינסקי ולוין 

הרמה הבאה היא . Action  –היא תפיסתו כפעולה  

לאחר מכן מגיעה רמת , Process –רמת התהליך 

 ולבסוף רמת התפיסה כמבנה Object –התפיסה כעצם 

– Scema/Structure .נגזרת'תפיסת המושג : למשל '

. כפעולה מאפשרת לחשב את ערך הנגזרת בנקודה

פונקציית תפיסתו כתהליך מאפשרת להתייחס אל 

תפיסתו . הנגזרת כאל פונקציה של שיפועי משיקים

כעצם מאפשרת לבצע פעולות על פונקציית הנגזרת 

אפשר אז להציע שרטוט לגרף של . ולבחון תכונות שלה

בשלב . סמך גרף נתון של הנגזרת שלה-פונקציה על

מעבר לאפשרות של , השלב המתקדם ביותר, המבנה

ניתן להתייחס , גזרתביצוע פעולות על פונקציית הנ

לנסח , למבנה הכולל אליו היא שייכת ואפשר למשל

הכללות לקשרים בין גרף של נגזרת לבין גרף של 

: הנקראת בספרות המחקרית, לפי תיאוריה זו. פונקציה
5APOS ,תפיסת מושג . הבנת מושגים היא הירארכית

. כפעולה היא תנאי מקדים לתפיסתו כתהליך וכן הלאה

לת המעבר בין השלבים השונים לא נדונו התנאים ליכו

 גריי וטול השתמשו במושגים אלה .במחקרים שנזכרו

המתארים את העצמים , והגדירו מושגים מקבילים

בונה הלומד במוחו בכל , לדעתם, אשר) האובייקטים(

בשלב הפעולה הלומד מפעיל . ל"אחד מהשלבים הנ

ת ברמ,  אלגוריתם לפעולה–(procedure) ' פרוצדורה'

                                                           
  .השלב האחרון לא מופיע תמיד 5
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 השאלה מדוע – (process)' תהליך'התהליך יש במוחו 

ואילו ברמת , האלגוריתם פועל כבר מקבלת תשובה

: בן כלאיים העצם והסכמה נמצא במוחו של הלומד 

'procept' – כאובייקט יחד עם מושגדימוי ה 

  . הקשורה אליופרוצדורהה

 (,2005Tall, 2005, Pegg and Tall- בדייויד טול
יאוריות קירה מפורטת ומשווה בין הת הציג ס2005)

 ואחרות הדנות בשלבי רכישת הבנה של מושג ל"הנ

מתמטי ובה דן בהקבלה בין המונחים הנזכרים בכל 

  לפי דבריו ברכישת הבנה של מושג מתמטי .תיאוריה

מתרחש תהליך הטמעה המתחיל בפיתוח דימוי מנטאלי 

עובר דרך עיצוב והפנמה של הסימול , למושג

המתאים למושג ומסתיים בקישור המושג ) ליזםסימבו(

  . לביצוע תהליכי הוכחה פורמאליים

 ?איך נעזור לתלמיד לבנות ידע מתמטי

לאור האמור לעיל תפקידנו כמורים הוא ליצור לתלמיד 

 מצבים בהם תהיה לו הנעה גבוהה –הזדמנויות למידה 

בהם יוכל להפעיל מיומנויות קיימות ולפתח , ללמידה

כאלה שיאפשרו לו לחשוב מתוך , ת חדשותמיומנויו

כיוון שרכישת הבנה . הבנה ובמגמה להבין עוד יותר

 – דימוי מושג –קרי בניית מודל מנטאלי , עבור מושג

רק טבעי שלאורכו מתבצעות , היא תהליך, סכמה

הן חלק טבעי , שאינן פליטות קולמוס, שגיאות. שגיאות

יות מייצגות הן אפילו יכולולת לה, של תהליך הלמידה

במהלך ההיסטוריה של . של שלבים בלמידה

המתמטיקה ניתן למצוא לעיתים הקבלה לשגיאות 

שתלמידים נוטים לעשות בתהליך ההתפתחות של 

ניסיוננו כמורים יכול לעזור לנו . מושגים מתמטיים

. לגלות שגיאות חוזרות ולזהות בינן לבין השלב בלמידה

עזור לנו הן בהבנת התיאוריות שהובאו לעיל יכולות ל

כלומר בשיוך השגיאה לשלב מסוים , המקור לשגיאה

כתוצאה מניתוח שלב .  בהבנת המושג–ברכישת המושג 

 שמטרתה לקדם את , משימת המשךההבנה נוכל לעצב

  .  כלומר לשרש את השגיאה, ההבנה

-מובשוביץ נזכרת במחקרן של שגיאותפקת מידע מה

 Movshovitz-Hadar, Zaslavsky)זסלבסקי וענבר , הדר
(& Inbar, 1987 .ניתחו שגיאות של תלמידים הן 

כדי לאתר את מקור . בפתרונות של בחינות בגרות

 ולכל שגיאה 'מקריות' שאין טעויות ,הן הניחוהשגיאה 

גיון יכדי לתהות על הה.  שמדריך אותה'הגיון'יש 

 שהתשובה ,שמאחורי השגיאות ניסו לבנות שאלה

 .עבורההיא תשובה נכונה , ההשגויה לשאלה הנתונ

 – המקורית והחדשה –מהשוואה בין שתי השאלות 

  .ניסו לאתר את מקור השגיאה

בהמשך המאמר מובאות דוגמאות לשגיאות רווחות של 

תלמידים בצד ניתוח המקור שלהן בעזרת התיאוריות 

 .ובצד הצעות לפעילויות מקדמות

 ת אוסף דוגמאו–שגיאות כמנוף ללמידה  – IIחלק 

 :נתחיל עם דוגמאות אחדות שהן פשוטות ומוכרות

)())((  - 1דוגמא  acabbca = 
  :  נפוץ מאד) או דומה לו(הפיתוח האלגברי הבא 

2

2

22
243412)56)(42()53)(2(2

x
xx

x
xx

x
xx ++

=
++

=
++ 

ואיך ? כך שכיחה-מדוע הטעות כל? מה עומד מאחוריו

 ?נעזור לתלמידים לשרש אותה
acabcba                             :  לפי חוק הפילוג +=+ )(  

הכללה של חוק זה והחלה שלו על כל שלשה של גורמים 

 .עם פעולות ביניהם מובילה לטעות שלעיל

מפרשים את ההופעה , שטועים טעות זו, תלמידים

 ליד כל אחד משני הגורמים aהחוזרת של הגורם 

כפעולה של " פתיחת הסוגריים"האחרים לאחר ביצוע 

על הגורמים האחרים ולא כתוצאה של פעולה  aהגורם 

או , הם לא נותנים דעתם להבדל בין שתי הפעולות. כפל

הם מפתחים . למשמעות הפעולות ולהבדלים ביניהן

לפי מספר ההופעות של כל , לעצמם אלגוריתם לעבודה

ללא בדיקת פעולות החשבון ומופתעים בכל פעם , גורם

מניסיוני טעות . המחדש לגלות עד כמה פשוט לפעול נכונ

לו אצל יאפ, זו נפוצה ביותר בין תלמידים לקויי למידה

 . ל" יח5כאלה הלומדים ברמת לימוד של 

, דוגמאות מספריות בדרך כלל תורמות לשיפור ההבנה

)30(2)53()32()52()60(               :למשל =⋅⋅⋅≠⋅⋅= 

דוגמאות נוספות לשגיאות אופייניות בהן נראית 

 :לוגיתר של חוק הפי-הכללת

yxyx
yxyx
yxyx
yxyx

yxyx
yxyx

yxyx

loglog)log(
cotcot)cos(
tantan)tan(
coscos)cos(

sinsin)sin(

)( 222

+=+
+=+
+=+
+=+
+=+

+=+

+=+
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xx     –  2דוגמא  sin22sin =          
טעות זו שכיחה מאד ומקורה דומה למקורה של הטעות 

כאשר נדרשים תלמידים לפתור את התרגיל . הקודמת

 : הבא

 :נתון כי
5
3sin =x ,מחשבון את  שב ללא עזרתנא לח

 x2sin : הערך של
  :        הם משתמשים נכונה בזהות, לרוב

xxx cossin22sin =                         
שאינה ממוקדת בשימוש , אבל במהלך פתרון בעיה

, בה השימוש בזהות צריך לשרת מטרה אחרת, בזהויות

 בביטוי   x2sinפתאום נמצא לא מעט המרה של הביטוי 

xsin2, כלומר שימוש בזהות  :xx sin22sin =. 
  : בתרגיל  דוגמת: למשל

axעבור המשתנה (נא לפתור  את המשוואה ) פרמטר ,

xax  :הבאה sin2sin = 
  

                                                                    a=2   :  מסיקים תלמידים כי
 :כמובן, הפתרון הנכון הוא, לעומת זאת

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥Φ

≤∈+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛±=

∈=

⇔=

⇔==
⇔=−
⇔=

2,

2,,2
2

arccos
,

2
cos                       

cos20sin
0)cos2(sin

sincossin2

a

aZkkax
Zkkxאו

ax

xaאוx
axx

xaxx

π
π

 

  

מה הוא כן ? מה מביא תלמיד לפעול לפי הכלל השגוי

 ?יודע
לתשובה שמספק התלמיד יש מבנה של פתרון  

לפיכך בולטת העובדה שהתלמיד מזהה . משוואה

התייחסות . את המבנה של התרגיל כמשוואה

למבנה הצורני של הביטויים המופיעים בתרגיל או 

תוך התעלמות מהמלל , ביחידת המידע המתמטית

או מהמשמעות עצמאית של כל , המקיף אותם

מרכיב בביטוי זוהתה כנטייה של לומדים במחקר 

שבדק הבנה של הוכחות כתובות על ידי סטודנטים 

 ;)1996דוד (בקורס חשבון דיפרנציאלי מתקדם 

הוא . בשני האגפים' צמצום'התלמיד מבצע פעולת  

, זאת משום. מבטל סמלים זהים בשני האגפים

האותיות והמספרים הרשומים , שכפי הנראה

בשורות ללא סימני פעולה ביניהם מתפרשים על 

 ובמצב זה קל –ידו כאילו יש סימן כפל ביניהם 

 כלומר התלמיד יודע לספק –לפתור את המשוואה 

למשוואות ) לי לא את כל הפתרונותאו(פתרון 

 :מהצורה

ecdbedcb
dbedcb

=⇐⋅⋅=⋅⋅
⋅⋅=⋅⋅

 

 אפשר אולי לשייך אופן APOSלפי התיאוריה של  

פתרון כזה לשלב הבנה בו פונקצית הסינוס נתפסת 

או למעשה קשורה למשולש ישר , כפעולה בלבד

 השימוש בסינוס משרת בשלב זה רק –זווית 

בשלב זה . ותי צלעות וזוויתהליכים של חישוב

ת הסינוס היא עדיין אינה פונקציה או פונקצי

פעולה על מספרים ולכן לא ניתן לשלבה במשוואה 

אלא רק עם , עם המשמעות המיוחדת שלה

המשמעויות המוכרות עבור גורמים וסמלים 

משתנים ,  מספרים–המופיעים במשוואות 

מותר ,  בהם ניתן לכפול או לחלק–ופרמטרים 

גישה זו מכוונת את התלמיד . 'כדלחבר או לחסר ו

 .לפרש את שורת הסימנים כאוסף של פעולות כפל

איזו משימה יכולה להוות הזדמנות למידה לתיקון 

 ?הטעות
 
 :דוגמאות מספריות כמו  •

   :      במשולש ישר זווית–עבור זוויות חדות 

2
2
2245sin2452sin90sin1 =⋅=°≠°⋅=°=            

  :לזוויות אחרות

   290sin2902sin180sin0 =≠⋅== ooo                             

 :כדאי לציין כי יש מקרים בהם השוויון        

xx sin22sin  : בכל זאת נכון =
  002180sin21802sin360sin0 =⋅=≠⋅== ooo  

xy:  שרטוט הגרפים של הפונקציות  • 2sin=                             

xy  :  לעומת sin2= 
 

  איבוד פתרונות בפתרון משוואות– 3דוגמא 
כאשר נדרשים התלמידים למצוא את קבוצת הפתרונות 

04   : של המשוואה 3 =− xx , פתרון שגור הוא : 
04  : ונקבלx-נחלק ב 2 =− x     

24                       : לכן x=       
                           x=2               :  נוציא שורש

 
מה הם : או?  מה מכוון רבים מתלמידינו לפעול בדרך זו

 ?מבינים/כן יודעים
042: במשוואות פשוטות יותר כמו  =−x הם 

 ; ומחלקים בו2את הגורם המשותף מזהים בקלות 
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  : במיוחד אם עברו להצגהxהם נוטים לחלק בגורם  

0)4( 2 =− xx  המזכירה להם משוואה כמו  :

0)4(2 2 =− x , אשר לצורך פתרונה בודאי אפשר

שוב עולה כאן התופעה של התייחסות . 2-לחלק ב

ות למבנה צורני תוך התעלמות מהבדלי המשמע

 ).1996( תופעה שהתגלתה אצל דוד –הדקים 

במהלך הפתרון מופיעה התייחסות לביצוע 

הוצאת שורש למעשה נפתרת ' של 'הפעולה'

 ;משוואה ריבועית חסרה
24: המשוואה  x=משוואה ריבועית פשוטה היא  ,

שהיא מזכירה משוואה ליניארית , עד כדי כך

164: פשוטה מהסוג =x .למשוואות כאלה יש ,

הנטייה לחפש פתרון . פתרון אחד בלבד, בדרך כלל

אחד בלבד לכל משוואה יכולה להיות מוסברת 

 ;בדרך זו
) תשקילוֹ(פתרון של משוואות מחייב ביצוע פעולות  

בדרך כלל לפעולות מתמטיות יש תוצאה . עליהן

 בפתרון...). חיסור, חיבור, פעולת כפל(אחת בלבד 

 .של התלמיד מסתמנת היצמדות לאמונה זו

 ?איך נעזור להם
0)4(0   :     נבקש לפתור את המשוואה  • 2 =−⋅ x 
2)4(0                              :          לעומת    2 =−⋅ x                    
נבקש להציב במשוואה את הפתרון החסר   •

 ;...ונגרום לקונפליקט
נציע ייצוג גרפי למשוואה המקורית ונעמת אותו   •

 :עם הפתרון שנמצא
 
 
 
 
 
 
  

  

 
 

 שוויון לעומת פתרון משוואה-  פתרון אי– 4דוגמא 
  :  בוצת האמת של הפסוקמציאת ק: המשימה

7
5
12
>

−
+

x
x

                                                                        

 :שגור של תלמידפתרון 

 

x
x

xxx
xx

x
x
x

>
>

+−−>+
−>+

−⋅>
−
+

9
5:/545

352/357102
)5(7102

)5(/7
5
102

 

 ...של תלמיד מתקדם יותר... פתרון אחר

 

9
)5(:/455

45/0455

)5(/0
5
455

0
5

)5(7102
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5
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7/7
5
102
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−⋅>
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+−
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−

−−+
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+
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x

x
x
x

x
xx

x
x
x
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  ...)אם זה לא היה עצוב זה היה מצחיק( 
 

 ?מה קורה כאן
בפתרון הראשון יש חיקוי ברור של פתרון משוואה  

אם היה בו . גם אם יש בו משתנה,  כופלים במכנה–

 ;תנאי הגבלה לפתרוןדואגים ל, משתנה
 –הפתרון השני מתחיל בהתייחסות מעט שונה  

שוויון -לכאורה יש זיהוי של הבדל בין משוואה לאי

כלומר טיפול זהה ,  אך לבסוף יש כפל במכנה–

 .לפתרון משוואה
  

 ?אז מה לעשות
אפשר להציב ערכים מספריים ולעורר קונפליקט   •

 ;ביחס לפתרון
זה כנראה לא .. (.אפשר לפתור הרבה תרגילים  •

 .)ממש עוזר
שוויונים לפי -אולי ללמד איך לפתור משוואות ואי  •

 ???אותה שיטה
 

נצייד את התלמידים בשיטה אחידה אם ייתכן כי 

, לא ניתקל בבעייתיות, שוויון-לפתרון משוואה ואי

  :להלן הצעה לשיטה אחידה כזו. שהודגמה לעיל
  :     ןשוויון באופ-אפשר להציג כל משוואה או אי

    0)( =≤≥xf 
 . ולאחר הצגה זו לבחון את הפתרונות

 : במשוואה יש לפעול לפי הכלל
מנה שווה אפס כאשר המונה שווה אפס והמכנה שונה "

 ,"מאפס
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 :שוויון-ובאי
יש להשתמש בנקודות האפס של המונה והמכנה כדי 

בכל אחד מהם יש לבדוק , x-ליצור תחומים על ציר ה

  .  פתרון בשיטת הקטעים–שוויון-הקיום של האיאת 

בהם הנעלם , שוויונים-שיטה רווחת לפתרון אי: הערה

מציעה לכפול את שני האגפים בריבוע של , מופיע במכנה

לעיתים . גם שיטה זו גורמת לבעייתיות דומה. המכנה

 :היא אף מסרבלת את הפתרון

   
2

2

)3()3)(2(

)3(/
3
2

−>−+

−⋅>
−
+

xxxx

xx
x
x

 

בירים אגף ומוציאים גורמים אם מע, ברור כי מכאן

אך , מגיעים לפתרון יעיל, משותפים אל מחוץ לסוגריים

הרי בכך אנו ... תלמידינו בדרך כלל פותחים סוגריים

ואז ... מתרגלים אותם מתחילת לימודי האלגברה

 ...מגיעים לאי שוויון ממעלה שלישית
  

yxxy   – 5דוגמא  loglog)log(  ?האומנם =+

  :  לשרטט סקיצה לגרף של הפונקציהאלמוני התבקש

))4)(2log(()( −−= xxxf                                   
 לצורך נוחיות –כדי לא להסתבך עם גזירה של מכפלה 

  :  השתמש בחוקי לוגריתמים וקיבל–הפתרון 

)4log()2log())4)(2log(()( −+−=−−= xxxxxf 
02 : תחום ההגדרה שמצא >−x04:   וגם >−x  

  

 : מכאן הדרך אל הגרף הבא הייתה קלה
  

 
 
 
 
 
 
 
 

מחולל גרפים העלתה כי הגרף / בדיקה במחשבון גרפי 

 . אינו שלם
  

  : הגרף של הפונקציה המקורית

  ))4)(2log(()( −−= xxxf   

                 :נראה כך

  

  

 

  

  

  

  

  

  

: התלמיד השתמש בחוק הלוגריתמים? מה קרה כאן

". גריתם של מכפלה שווה לסכום הלוגריתמיםלו"

צמצמה את תחום ההגדרה , הפעלת החוק על הפונקציה

 . שלה

 ?מה יודע תלמיד הפועל בדרך שתוארה לעיל
התלמיד יודע את החלק הנוסחתי של חוק  

 ;הלוגריתמים העוסק בלוגריתם של מכפלה
 :או

 .מצטט נכונה את הכלל עבור שני מספרים חיוביים 
 ...דע לגזור פונקציה לוגריתמית פשוטההתלמיד יו 

 
 ?איך נעזור לתלמיד להגיע לשימוש נכון בכלל

עימות עם הגרף הנכון בתרגיל שלעיל ודיון   •

 ;בהבדלים
נצה :  לפי–נציג את הפרדוקס הבא ונדון בו   •

אחד שווה אפס ועוד , ון ווב'הדר וג-מובשוביץ

 ):27' עמ, 2002: בעברית(הפתעות מתמטיות 
  

  

 :דו פתר את המשוואה הבאהעי

2
8
3log)8)(3log( =

−
+

+−+
x
xxx  

73101)3log(
2)3log(2

2)8log()3log()8log()3log(

2
8
3log)8)(3log(

=⇔+=⇔=+⇔
⇔=+⇔

⇔=−−++−++⇔

⇔=
−
+

+−+

xxx
x

xxxx
x
xxx

  

 במשוואה המקורית נותנת פסוק 7הצבה של המספר 

 .ולכן לדעתו של עידו אין למשוואה פתרון, שקר

  ??? כיצדx=−13 אלעד מצא את הפתרון
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+2 0  -2  

–  +  –  +  

נכתוב את הכלל באופן מדויק ללא מגבלות של   •

yxxy                : י הגדרהתחומ logloglog += 
          

  

)(24      :  ההבדל בין– 6דוגמא  xxxf −=    

)(424    : לבין                             xxxg −= 

 :לפניכם שאלה שגרתית בנושא חקירת פונקציות
  

)(424:  נתונה הפונקציה xxxg נא לחקור אותה . =−
  :מבחינת

, תחומי עליה וירידה, נקודות חיתוך עם הצירים, תחום הגדרה
 . נקודות פיתול וסקיצה, נקודות קיצון

  

  

 : למציאת תחום ההגדרהד ידי תלמי-פתרון שהוצע על
                      04 42 ≥− xx   

)4(0                 :        שוויון שקול- אי–או  22 ≥− xx 

0)2)(2(0)4( 222 ≥+−⇔≥− xxxxx  

  

  

  

  

}                         :     תחום ההגדרה הוא }22| ≤≤− xx     
  :  ונקודות החיתוך עם הצירים הן

)0,2(),0,0(),0,2(− 
את הפונקציה הציג התלמיד , כדי להמשיך את החקירה

)(24                     :   באופן הבא xxxf −=                      
  : וגזר

( )

22

2

2

2
22

4
)2)(2(2

4
24

42
2414

x
xx

x
x

x
xxxx

−

+−
=

−

−
=

=
−

−
+−⋅=

′
−

 

 :מכאן קיבל כי לפונקציה שתי נקודות קיצון

)2,2max( ,)2,2min( −−,  

 : בלי סיבוכים רבים הגיע גם לנגזרת השנייה

 
242

4)(
x

xxf
−

−
=′′ 

 ,ודת פיתול בראשית הציריםהסיק כי לפונקציה נק

 :ובסיום החקירה הציג את הסקיצה הבאה
 

 
 
  

  

  

  

  

  
  

  . אולם הוא לא צדק
 
  

 :מחולל גרפים מציג עבור הפונקציה המקורית את הגרף הבא

 
 
 
 
 
  

  

  

 ?מה התלמיד יודע
 ;שולט במיומנויות של חקירת פונקציה עם שורש 
baab:  מכיר את הכלל  ⋅=; 
 אל הוצאת שורש כפעולה הפוכה להעלאה מתייחס 

xx:  או בסמלים בריבוע =2. 
  

 :ובכל זאת
 ?מהו מקורה? היכן הטעות

422:  יש לשים לב כי השוויון 44 xxxx אינו  −=−

 . xנכון לכל 
 

:  וכך גם השוויון. חיוביים ,baהכלל   נכון אך ורק לכל 

xx התלמיד מתעלם .   נכון רק למספרים חיוביים2=

הוא מתייחס רק לחלק הנוסחתי של . ממגבלות אלו

תופעה שנצפתה וכבר נזכרה , הכלל ומזניח את המלל

 .לעיל
 :השוויון בין התבניות: עבור הפונקציה שלנו, מכאן

  422 44 xxxx −=−  

כלומר , חום ההגדרהנכון רק עבור החלק החיובי של ת

20:  עבור ≤≤ x בלבד . 
 .ואכן בתחום זה שני הגרפים מתלכדים
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, יש לשים לב לתחום ההגדרה, כדי לבצע מעבר נכון

:  או לרשום במדויק, כלומר למגבלות של הפעלת הכלל

xx אבל אז מלאכת הגזירה מתפצלת לשני . 2=

 ...מקרים
 !תמיד כדאי לקצר את הדרךלא : לכן

 :                                                         הגזירה הישירה נותנת

4242

2
42

4

)2)(2(2

42

484
xx

xxx

xx

xxxx
−

+−
=

−

−
=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − 

 . וממנה נובעות מסקנות המובילות לגרף הנכון
   

: או,  בעיות בחקירה של משוואה ריבועית– 7דוגמא 

 ?" ∆מי את דלתא "
 : הקדמה

 :ות על השאלה השגרתית הבאהתלמיד נתבקש לענ
 :נתונה משפחת המשוואות הבאה

mxmxm −+−−−= 9)22()1(0 2  

 יש למשוואה שני mעבור אילו ערכים של הפרמטר 
 ?אפס פתרונות? פתרון אחד? פתרונות

  

 :פתר
=−=01:  המקרה הליניארי ma , 1כלומר=m ; 
 m≠1              :  המקרה הריבועי
8190:   במקרה הליניארי =−=   

 .אין פתרון
 :נרשום את הדיסקרימיננטה: במקרה הריבועי

 

)5)(1(8)102)(1(4
)]9()1)[(1(4

)9)(1(4)]1(2[ 2

−−=−−=
=−−−−=

=−−−−=∆

mmmm
mmm

mmm
 

 : שנראית כךm-התקבלה פונקציה ריבועית ב
 
  

  

  

  

 
 
 :]לפי הניתוח השגרתי[

 .פתרונות למשוואה הריבועיתיתקבלו שני  ∆<0עבור 
 .יתקבל פתרון אחד למשוואה הריבועית ∆=0עבור  
 . לא יתקבלו פתרונות למשוואה הריבועית∆>0עבור 

 :ובמקרה שלנו

 m>1 או    m<5:  שני פתרונות

 m=1   או   m=5:   פתרון אחד
 >> 5m1          :  אפס פתרונות

 :בעיה ראשונה
קצת "מה קורה כאשר מתקבלת דיסקרימיננטה 

 ?"אחרת
  :   נביט במשפחת הפונקציות

mxmxmxf +−+−= )23()1()( 2                                 

 : על השאלהתלמיד התבקש לענות
 יש לגרף של הפונקציה שתי mעבור אילו ערכים של 
 ?x-נקודות חיתוך עם ציר ה

 :תשובתו
         ∆<0         :  התנאי הנדרש
0)23(4)1(0   :   חקר ומצא 2 >−−−⇔>∆ mmm                       

0485               :    קיבל 2 >+− mm                                  

  :  ניסה לפתור את המשוואה הריבועית

  0485 2 =+− mm                 
 ". מה שמתחת לשורש שלילי" : מצא כי
 עבורו יש לגרף mלכן אין ערך של , אין פתרון: "הסיק

 ".x-של הפונקציה שתי נקודות חיתוך עם ציר ה

מהו ההבדל בין שתי ? מה התלמיד יודע? מה קרה כאן

 ?מדוע השאלה השנייה קשה יותר לתלמידים? השאלות

 :נשים לב כי התלמיד יודע לא מעט
 ;מגייס את הדיסקרימיננטה לעזרתו 
 ;מבצע חישובים אלגבריים 
 ;מפעיל את נוסחת השורשים 
דיסקרימיננטה שלילית לבין מצב : מזהה קשר בין 

 .ן למשוואה ריבועיתשל חוסר פתרו
 

את האחת ? מהו ההבדל בין שתי השאלות? היכן הכשל

להלן . קל לפתור באופן אלגוריתמי ואת השנייה לא

 :ניתוח מפורט יותר
בשתי השאלות משמשת הדיסקרימינטה כלי אבחון  •

גם הדיסקרימיננטה היא . משוואה/למצב של הפונקציה

יבועית כלומר חוקרים פונקציה ר. פונקציה ריבועית

לא ). mבמשתנה (בעזרת פונקציה ריבועית ) xבמשתנה (

הצלחה בביצוע משימה כזו מחייבת הבנה ! פשוט

 יש APOS לפי התיאוריה –מתקדמת של המושגים 

כדי שאפשר , לתפוס את המושג פונקציה ריבועית כעצם

היכולת להשתמש בפונקציה . יהיה לבצע עליה פעולות

ות על פונקציה ריבועית ריבועית אחת כדי להסיק מסקנ

אחרת אולי אף מורכבת יותר ומחייבת הבנה ברמת 

 . הרמה הגבוהה ביותר–המבנה 

1 5 m 
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השאלה הראשונה עוסקת במשוואה ואילו השאלה  •

בשאלה הראשונה הפונקציה . השנייה עוסקת בפונקציה

. היא כלי בעזרתו מנתחים את המצב של המשוואה

 בעזרת בשאלה השנייה מנתחים מצב של פונקציה

 .פונקציה דומה

בשאלה הראשונה מופיעים כל המרכיבים של  •

 –היא מתאימה למצב הסטנדרטי , האלגוריתם לפתרון

מקבלים דיסקרימיננטה שהיא : הדוגמה הפרוטוטיפית

פונקציה ריבועית בעלת מינימום החותכת את הציר 

כך אפשר לעבוד לפי אלגוריתם . האופקי בשתי נקודות

, י נקודות החיתוך יש שני פתרונותמחוץ לשת: "מוכן

בנקודות החיתוך יש רק פתרון אחד ובין שתי הנקודות 

כלומר לצורך פתרון השאלה הראשונה ."אין פתרון כלל

מספיק להבין הבנה אינסטרומנטלית ואילו לפתרון 

 .השאלה השניה דרושה הבנה רלציונית

בשאלה השנייה הדיסקרימיננטה עצמה היא בעלת  •

כיוון : ההסקה הנכונה. נטה שליליתדיסקרימינ

הרי , שהדיסקרימיננטה של הדיסקרימיננטה שלילית

שהדיסקרימיננטה עצמה חיובית לכל ערך של הפרמטר 

m) כלומר אין ). כי המקדם המוביל בה היא חיובי

לפרבולה המייצגת את הדיסקרימיננטה נקודת חיתוך 

ש מכאן יש להסיק כי לפרבולה המקורית י. m-עם ציר ה

ניתוח מבלבל לכל . mשתי נקודות חיתוך לכל ערך של 

 . הדעות
  

 :בעיה שניה
 :המצב מסתבך והולך כאשר נשאלת שאלה כגון

     : עבורם הגרף של הפונקציהmמהם הערכים של הפרמטר 
mxmxmxf +−+−= )23()1()( נמצא כולו מתחת  2

   y=1               לישר  

10      :  י שגוי מתחיל כךפתרון אופיינ <⇔< ma  

 ∆>1                             :וגם
 ?מה התלמיד יודע

 ;∆ והשני על aהאחד על : מזהה צורך בשני תנאים 
המופיעה בשאלה לבין " מתחת"מקשר בין המילה  

ה בעלת  דורש פרבול– aהדרישה על הפרמטר 

 ; ")בוכה("מקסימום 
התלמיד כנראה יודע שכאשר שואלים שאלה דומה  

הוא מתחיל , y=0:  אשר משוואתו, x-עבור ציר ה

0,0  :כך <∆<a 
 :פתרון כזה מעלה כמובן את השאלות
בשאלות  לאפס∆-מהי המשמעות של השוואת ה

 ? תהפשוטו

 ? מהו התפקיד של האפס הזה
 ובאילו מקרים x-באילו מקרים האפס מייצג את ציר ה

 ?"סתם מספר"הוא 
 

 ?כיצד נקדם הבנה
 לבין האפס של x-נבחין בין האפס של ציר ה  •

 ;הדיסקרימיננטה
נכוון את התלמידים לתת פירוש פונקציונאלי לכל   •

 ;שוויון-משוואה או אי
ק הקשר בין משפחת נפתור גם שאלות בהן נבד  •

פונקציות ריבעיות לבין ישרים שאינם מקבילים 

 או אפילו לבין פונקציות ריבועיות או xלציר 

מהלך כזה ימנע את קיבוע . משפחות כאלה

התפיסה שמשווים את הפונקציה הריבועית 

 .∆ אותו מספר אליו משווים את–למספר 
  

 :בעיה שלישית
 :שו לענות על השאלה הבאהתלמידים נתבק

  :  נתונה הפונקציה
56)12(2)2(2 2 +−−+−= mxmxmy 

 נמצא כולו מתחת mעבור אילו ערכים של הפרמטר   .א
 ?y=2לישר  

 גרף הפונקציה חותך mלאילו ערכים של הפרמטר   .ב
 בשתי נקודות שונות הנמצאות בצד החיובי של x-את ציר ה

 ?y=2ו מתחת לישר  ונמצא כולx-ציר ה

לקראת השאלה ) כנראה(לאחר שעברו הכנה טובה 

 .שבסעיף א ענו רובם נכונה על סעיף זה
בדקו את המקרה הליניארי ועבור המקרה הריבועי 

 : שוויון-הציבו את האי
 256)12(2)2(2 2 <+−−+− mxmxm 

2)2(2)12(036              :כלומר 2 <+−−+− mxmxm 

  . ∆>0:   וגםa>0   :רשוועבורו ד

                               :חישבו וקיבלו, עמלו
8

13
2
1

<< m                          

:  התנאי של סעיף א: בסעיף השני רשמו
8

13
2
1

<< m 

 :יחד עם

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

>

>−

>∆

0

0

0

a
c

a
b
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 :שר פרטו כתבווכא

 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

>
−

−
⇔>

>
−
−

−⇔>−

−−−−⇔>∆

0
)2(2

630

0
)2(2
)12(20

))2(2)(63(4))12(2(0 2

m
m

a
c

m
m

a
b

mmm
 

:  כי כדי לפרש את התנאים, מבט מדוקדק מגלה

0>−
a
b

<0-ו 
a
c

שוויון -התלמידים התייחסו לאי 

המתייחס לקשר בין הפונקציה הנתונה , שיצרו בסעיף א
 . y=2לישר 

הקבוצה : .... ו הייתה כמובןהתשובה הסופית שקיבל

 ...הריקה

 ?מה הם יודעים

 ;בפתרון זה ניכרת עבודה אלגוריתמית נכונה 
 קישור בין –ניכרת התייחסות למרכיבי השאלה  

 ;הסעיפים

 ?מה לא יודעים

 ; לא ניכרת הבנה של משמעות התנאים והדרישות 
למרות שהתשובה הסופית יכולה להיות ברורה  

נית לא מעטה כדי מתבצעת עבודה טכ, מראש

 .להגיע אליה

 ?איך נעזור

בעזרת מחולל גרפים אפשר להציג בפני התלמידים   •

פרבולות המקיימות את הדרישה ולעמת אותם עם 

 ;תשובתם
אפשר כמובן לכוון אותם לחזות את התשובה   •

 .שוויונים שכתבו עוד לפני פתרונה-למערכת האי

 "פי דרכו- חנוך לנער על "–סיכום 

ות לשגיאות אופייניות וניתוח של מקורן שבע דוגמא

לפי בחינת הידע הקיים במוחו של הלומד , האפשרי

דוגמאות רבות . הפועל בדרך השגויה הובאו לעיל

אולם ניתן להחיל ניתוח דומה על . נעדרות מרשימה זו

 ולהפכה לכדי מנוף ,שאינה פליטת קולמוס, כל שגיאה

 של בחלקו התיאורטי, כפי נאמר לעיל. ללמידה

, לפי הגישה הקונסטרוקטיביסטית, הלמידה, המאמר

, תפקידו של המורה. מתרחשת במוחו של הלומד

. ואולי אף שולי לחלוטין, מצומצם מאד, לכאורה

, אדם חושב, מורה מיומן. למעשה הדבר אינו כך

המצויד בכלים המאפשרים לו לנתח את תהליכי 

יכול לעצב עבור התלמיד , החשיבה של הלומד

 שאלות חקר או מצבים המעוררים –נויות למידה הזדמ

 כאלה המכוונים בדיוק כדי להעמיק –קונפליקטים 

, יכולות לספק לנושגיאות ה. ולשפר את ההבנה

את המידע הסמוי על המתרחש במוחו של , המורים

ביטוי הנראה לעין למחשבות  ההשגיאות הן. הלומד

 ניתן לחפש את, לפי המודגם לעיל. ולשלבי ההבנה

בהכללות יתר של חוקים , בדרך כלל, המקור לשגיאה

או בשימוש באלגוריתמים במצבים שאינם מתאימים 

על המורה מוטלת המשימה הכבדה : כלומר. להם

לחקור ולאתר את הקשרים החסרים בתפיסת המושג 

להתאים את הזדמנויות הלמידה לפי הצרכים של ו

, משלי (".פי דרכו-חנוך לנער על "– התלמידים השונים
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