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ab או ba   
  ?באיזה תנאי קיים שיוויון?  מה גדול יותר

  
               

  עלי עותמאן
il.ac.macam@aliot  

  באקה אלגרבייה, מכללה אקדמית לחינוך, אלקאסמי
  
  

  תקציר

מסגרת תכנית הלימודים אנו מגדירים את פעולת ב

חוקרים , אות מעריכיותפותרים משוו, החזקה

 .שיוויונים מעריכיים-פונקציות מעריכיות ופותרים אי

 איך שאלה מתמטית פשוטה מאוד דגיםהמאמר מ

  כדיתוך. להוביל לחקירה מתמטית רחבהיכולה 

  ומוכיחיםמנהלים דיונים, החקירה משערים השערות

 פעילויות מועילות ותורמות למעשה הוראה –הוכחות 

ה נענה על שאלות אחדות הקשורות במאמר ז .ולמידה

  .לפונקציות מעריכיות

פעולה אלגברית שאיננה היות ופעולת החזקה היא   .1

קבוצת הזוגות מהי  : נת היאמעניישאלה חילופית 

 .של מספרים טבעיים שעבורם הפעולה חילופית
יא קבוצת ה )}2,4(,)4,2{(: הקבוצה כינראה

   .בחזקה חילופיתהזוגות שעבורה פעולת ההעלאה 

ab :התנאינמצא תנאי מספיק לקיום   .2 ba עבור  <

0>> ba.  

 איטרטיבית למציאת הפתרון של הנציג שיט  .3

axהמשוואה xa   .1- השונה מaעבור קבוע חיובי  =

התשובות . השאלות עצמן נושאות אופי אלגברי

שיקולים הפעלת דיון אלגברי בצד לשאלות מזמנות 

  .מתחום החשבון הדיפרנציאלי

ba
=  ab

   

),(את כל הזוגות נחפש , כאמור ba  של מספרים

ba עבורם  טבעיים ab  וגם< ba 42 ידוע כי .= 24 = ,
האם יש זוגות . מקיים את התנאים )2,4(כלומר הזוג 

 בסימונים של תורת הקבוצות עלינו למצוא ?נוספים

  : במפורש את הקבוצה 

 },,;:),{( NbabababaA ab ∈=>=  

abנניח כי  ba <<1 וגם = ba . לכן כל גורם ראשוני

נניח כי הפירוק הקנוני . b הוא גורם ראשוני של aשל 

je  הואaשל 
j

ee pppa ....2
2

1
jtttאז קיימים . =1 ,...,, 21 

jt-טבעיים כך ש
j

tt pppb ....2
2

1
1=.  

  : לכן
abjat

j
atatjbe

j
bebe bapppppp =⇔=⇔ ........ 2

2
1

1
2

2
1

1  
ji לכל iiמתקיים  1≥≥ atbe jiלכל  ⇔= ≤≤1 

<⇔=<1מתקיים  
b
a

t
e

te
i

i
ii לכל  ji ≤≤1 .  

לכן
jtje

j
tete ppp

b
a −−−= ....22

2
11

jjנשים לב כי . 1 te −  

ji הוא מספר טבעי לכל ולכן . 1≥≥
b
a  הוא מספר

m נסמן. טבעי
b
a
= )m שמאחר ). הוא מספר טבעי -

mba   :י  אז=

 abmbbbbm bababmaba =⇔=⇔=⇔= )(  

mbmb לכן mbmולכן , = =−1.  

היא למצוא את הערכים הטבעיים  שלנוהמטרה 

  שעבורם קיים השוויוןm- וbשל , 1-הגדולים מ

mbm =−1.  

mmשוואה היא המ. b=2 נתחיל עם  .1 =−12.  

221 אז מתקיים m=2אם     כך מתקבל  .=

abלמשוואה b ,4=a=2הפתרון  ba ואכן    ( =
42 24 =. (  

 ןיבעיה לעני  חקירה מתמטית צימוקים
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 m<2 כי לכל ,נוכיח באינדוקציה מתמטית

mmמתקיים  >−12.   

  :הוכחה

322 אכן: m=3 עבורבדיקה  >.  

 טבעי mעבור נניח כי : הוכחת אפשרות המעבר

mm:מסוים מתקיים  : מכן נובע ונוכיח כי12−<

12 +> mm.  

12222 :מנםוא 1 +>+=>⋅= − mmmmmm .

, ולכן, הבדיקה הצליחה, אפשרות המעבר הוכחה

הטענה נכונה , קוציה המתמטיתדלפי עקרון האינ

  . טבעיmלכל 
  

שלכל  ,דוקציה מתמטיתנשוב באי, כעתנוכיח   .2

2≥m  2ולכל>b  מתקיים mbm >−1.  

  :הוכחה       

אכן : m=2עבורנבצע בדיקה . b<2 איה

212: מתקיים >−b.  

 שוויון-איכי הנניח : נוכיח את אפשרות המעבר

כי מכך ונוכיח , m≤2 : טבעי מסויםm  עבורנכון

  .m+1עבור גם נכונותו נובעת 

  :ואמנם

12111 +>>>⋅== −−+ mmbmbbbb mmm  

, לכן,אפשרות המעבר הוכחה, הבדיקה הצליחה

שוויון -איה פי עקרון האינדוקציה המתמטית-על

  .b<2ולכל  m≤2 מתקיים לכל

הוא  b=2-ו m=2:הזוגכי , נוכל להסיק) 2 (-ו) 1 (-מ 

mbbmהפתרון היחיד של המשוואה  לכן אם . =

1>> ba 4טבעיים  אז בהכרח=a 2-ו=b.  

42 שאכן מקבליםכאשר מציבים במשוואה  24 לכן , =
2,4 == ba הוא הפתרון היחיד.  

  ?baאו  abמה יותר גדול 

 שני b- וa בהינתן: השאלהבסעיף זה נרצה לפתור את 

ab באילו מקרים ,מספרים חיוביים שונים ba > 

  ?שוויון ההפוך-איהמתקיים מקרים ובאילו 

<<0 נניח כי ba) .כי 1-נניח גם כי שניהם שונים מ 

  ). הבעיה פשוטה1ד מהם שווה אם אח
xxfהיות והפונקציה ,  כינעיר ln)( היא פונקציה =

  : מתקיים, עולה

0lnlnlnln <−⇔>⇔> abbabaabba ab  

 נגדיר את הפונקציה.  להשתנותb-תן לי ונaנקבע את 
)(xfבתחום  ax   :   באופן הבא 0>>

axxaxf lnln)( −=  

a                          :מתקיים
x
axf ln)( −=′   

  מקרה א
10אם  << a  0אזln <a  0ולכן)( >′ xf לכל x.  זאת

ab: מהתנאי, כך. פונקציה עולה xf)( :אומרת ש < 

)()(:נובע bfaf )(0 אבל . < =af, 0 לכן)( <bf .  

abba :כלומר lnln ab- ל זה שקולתנאי ו > ba >.  
  

10 אם :  1מסקנה  <<< abאז  ba ab <  

  מקרה ב

  : במקרה זה.a<1 נניח כי

0)(' =xfכאשר  :
Ina
ax : אולם. 0=

2)(
x
axf לכן הנקודה, xשלילית לכל , ′′=−

a
ax

ln0 = 

רות של הפונקציה יבגלל הקע. היא נקודת מקסימום
)(xf 0, בכל תחום ההגדרהx היא נקודת מקסימום 

  . מוחלט

  : הואf(x)הערך המקסימלי של , לכן

                  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

eIna
aaIn

Ina
afxMaxfM )(   

  ערכו שליפ-על נקבע M  הסימן של
ae

a
ln

.  

01                         :   ברור כי =⇔=⇔= M
eIna

aea   

0ln:  שים לב( >a  1כי>a (  

eInaa  מתקייםaלאילו ערכי  >?  
  : באופן הבאxg)(נגדיר פונקציה, לענות על השאלהכדי 

xexxg ln)( −=  

: לכן
x
exg −=′ )(2- ו)(1

x
exg =′′ .  

')(0                               : בודאי מתקיים =⇔= xgex     

ex - בקמורה אזxg)(-שמאחר  נקודת  יש לה =

)(0 אבל   .מינימום מוחלט =eg . 0ולכן)( >xg  לכל

ex exלכל   : לכן . 0>≠ xex מתקיים  0>≠ ln>.  
  

exלכל  : 2מסקנה  xex מתקיים 0>≠ ln>  
  

)(0אז  a<1אם :  לכן  >= MxMaxf  והוא מתקבל    

  : בהבנקודה
a

ax
ln0 =  

  
  .התוצאות שקיבלנופי - עלxf)(נסרטט את הגרף של   

  

  M=0  :כאשר Iמצב 
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  : נבחין בין שני מצבים  :M<0 במקרה
  

:  2מצב 
a

aa
ln

<  [ ]⇔< ea  

  

  

  
   

  :3מצב 
a

aa
ln

>  [ ]⇔> ea  

  
)( 1לפי מצב  ea ebלכל : = )(0מתקיים , 0>≠ <bf 

be - לזה שקול תנאי ו eb <.  
  

eb לכל   :3מסקנה  be מתקיים 0>≠ eb <  
  

axלכל : 2לפי מצב  )(0מתקיים  1>> <xf .ולכן 
xa ax <.  
  

eab   אם:4מסקנה  ba אז 1>>> ab <  
  

  :נסיק ) 4 (-ו) 3(משתי המסקנות 

eabאם   :5מסקנה  baאז  1>>≥ ab <  

axפתרון של המשוואהל איטרטיבית השיט xa =   

eaבמקרה זה : 3נדון בהמצב  >.  

axxaxfהפונקציה  lnln)( מתאפסת בשתי  =−

ax:באחת מהן, נקודות =.  
)0ln)1-שמאחר  <−= af0- וln)( >−= aeaef ,

eu-  כך שuנקודה   קיימת יאז )(0  וגם 1>> =uf.  

abu אם  :לכן מתקיים baאז  >> ab >  

ub             אם  baאז    1>> ab au כמו כן ו> ua =.  

  

  ? uאיך לחשב את 
xעבור  e>נגדיר את הפונקציה )(xA באופן הבא:  

)(xAuxu xu - ו≠⇔= ux =  

  :xA)( חקור את הפונקציהנ

} הוא xA)(תחום ההגדרה של הפונקציה }exx >: .

ex לכל כלומר, מוגדרת היטבxA)(הפונקציה  >, 

)(xAקיים והוא יחיד.  

exכמו כן לכל  exA מתקיים, < << : כלומר, 1)(

}הוא xA)( התחום של }exx >:   

}: והטווח הוא }exx <<1:.  

uInxxInuug :נגדיר −=)() .xקבוע ו  - uהמשתנה  .(  

x
u
xug ln)(' xxugx- ו=−

e
x ln)('ln מאחר . −>>−

xex-ש ln> ,  לכלex : 3לפי מסקנה , מתקיים 0>≠
0)(' >ug . לכן)(ugפונקציה עולה .  

uug                       :נגדיר
xx

uT +⋅
−

−= )(
)ln(4

3)(  

   :זו מקיימת  פונקציה

0)('
ln
ln

4
311 >>⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

−> uT
xx
xex

e
  

)0ln)1-שמאחר  <−= xg0  וגםln)( >−= xexeg   

,1]: אזי, להעו uT)(בנוסףו ] [1, ]T e e→.  

נסמן אותה   .  נקודת שבתuT)(בודאי קיימת לפונקציה 

)(xAאזי  :  

)())((0))(())(( )( xAxATxAgxxA XAx =⇔=⇔=  

סידרת (י נוסחת הנסיגה "הסדרה המוגדרת ע

  ): האיטרציות

 
NnuTu

u

nn ∈∀=
=

+ )(
2

1

0
  

  .xA)(א היא סדרה מתכנסת וגבולה הו

י שימוש "ניתן לחשב את ערכי הפונקציה בקירוב ע

 . כיסוןבמחשב
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Ina
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e  
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