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  להוכחה
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הקשור למשפט , המחבר מספר את סיפורו של גילוי משפט מעניין  :תקציר

ניסוח , בחינת מקרים פרטיים, עבור דרך העלאת השערה', תלמַי'

  .  השערה מכלילה ועד להוכחתה

      

הנדסת , גיאומטרית המישור, הנדסה,  גיאומטריה,חקירה מתמטית  :מילות מפתח

   מרובע , מרובע חסום במעגל, הוכחה, השערה, משפט, המישור

, יחס, שטח, מעגל חסום, שטח, משולש, משפט תלמי, חסימה-בר

  .משולש היטלים
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  תסריט גילוי משפט מעניין
  מן ההשערה להוכחה

  
               

  אבי סיגלר
  חיפה, האוויר-ס הטכני של חיל"ביה

  
  
  

  מבוא

המורה שלי , כשהייתי תלמיד בכיתה י, לפני שנים רבות

. למתמטיקה ניסח והוכיח משפט מפורסם של תַלְמַי

  :אזי קיים,  מרובע חסום במעגלABCDאם "

BDACBCADDCAB ⋅=⋅+⋅"  

ההוכחה היתה מסובכת וכללה בניות עזר לא שגרתיות 

  . רייםגיאומטומניפולציות אלגבריות בביטויים 

הוקסמתי מיופיו של 

 שיטתהמשפט ומ

אך הטרידה , ההוכחה

:  אותי שאלה מסקרנת

איך תלמי מצא את "

   "?המשפט

  קשה מאוד לענות על שאלה 

  י קשה לעבור בשבילֵ, כזאת

  .  המתמטימוחו של היוצר

אפשר לדמיין שמשפט זה נולד כהכללה של משפט 

פיתגורס או אולי מהוכחת מקרה פרטי לגבי טרפז 

. שוקיים או ממקרה פרטי של דלתון חסום במעגל-שווה

י למַאך רק תַ, לכן אפשר לדמיין תסריטי גילוי שונים

  .דע את התשובה ולא גילה לנו אותהיָ

, מן ההשערה, דִיי- עלבמאמר זה אתאר גילוי של משפט

 ,מקרים פרטיים נבחרים עבורדרך הוכחת ההשערה 

 ראשון את י מתיימר לטעון שגיליתאיני. וועד להוכחת

  . מצאתי אותו בספריםאך לא ,המשפט

  צורה שהובילה להשערהתה

 ABC .Dנתון משולש 
טליה י והBCנקודה על 

 בהתאמה AB- וACעל 

מטרתי . F- וEהם 

המקורית היתה לבדוק 

 עבורה ,Dי הנקודה מה

 DEFשטח המשולש 

פתרון השאלה . סימליקמ

  :לא מסובך

2
sinsinsin

2
sin

ACDCBBD

FDEDEDFS DEF

∠⋅∠⋅⋅∠
=

∠⋅⋅
=∆

  

  
DCBD מקסימלי כאשר DEFSלכן   מקסימלי וזה ⋅

קל להוכיח זאת כי . (BC אמצע Dקורה כאשר 

DCBD   .)משפט הממוצעים) ( קבוע+

  :לות על הנוסחההסתכ

2
sinsinsin CBADCBDS DEF

∠∠∠⋅
=  

  :רה לי את הנוסחהיהזכ

CBARS ABC ∠⋅∠⋅∠⋅= sinsinsin2 2    

)R המעגל החוסםמחוג (  

A  

E

CD

F 

B

A 
B 

D  C 
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:                               לכן
24R
DCBD

S
S

ABC

DEF ⋅
=  

  

  

  

  

   

  

  

  

  

  

 את המרחק בין מרכז המעגל החוסם d-אבל אם נסמן ב

  : ברור ש, D לבין הנקודה ABCאת 
  DCBDdRdR ⋅=−⋅+ )()(  

  :  לכן

2

22

4R
dR

S
S

ABC

DEF −
=(1)    

 נמצאת על אחת מצלעות Dהיא שאם ) 1(משמעות 

יה על שתי הצלעות האחרות טֶלֵי הן הF, E-המשולש ו

 תלוי רק במרחק ABCלבין  DEF ם ביןשטחיה יחס

  . ממרכז המעגל החוסםDהנקודה 

) What if notשאלת " (? פנימית למשולשDמה אם "ו

  :החלטתי לבדוק את ההשערה הבאה

  

 נקודה פנימית Nאם 

 שמרחקה ABCלמשולש 

d ממרכז המעגל החוסם 

טליה על י הF, E, D-ו

  .צלעות המשולש

  :אזי

2

22

4R
dR

S
S

ABC

DEF −
=   (2)  

 נוצר מנקודה DEFמתקיים גם אם המשולש ) 1: (כלומר

 נקראים משולשים DEF-משולשים כ. (פנימית

  .)פודליים

  מקרים פרטייםבדיקת 

   Iמקרה 

Oו -N 0במקרה זה . מלכדים=d , והיחס באגף ימין

שווה 
4
1

 הן אמצעי Oטלי יה שהן F, E, Dבמקרה זה . 

DEFABC: הצלעות לכן ברור ש SS =
4
1

כלומר במקרה . 

  .זה ההשערה נכונה

  IIמקרה 

Rd  כי הוא קשור למשפט זהו מקרה מאוד מעניין . =

הנקודות המקיימות תנאי זה הם . מפורסם של  סימסון

 וכל הנקודות על היקף המעגל ABCדי המשולש וקדק

 משפטו של ).לאו דווקא פנימיות למשולש. (החוסם

 נקודה על המעגל החוסם את Nסימסון טוען שאם 

, ה על צלעות המשולשטליי הF, E, D- וABCהמשולש 
. EFDS=0 במילים אחרות  .ליניאריות-  קוF, E, Dאז 

  לכן 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

dR םא
R

dR

S
S

ABC

DEF ==
−

= ,0
4 2

22

. מתאים להשערה' 

מרמזת על השערה חזקה ,  חיצונית למעגלN-העובדה ש

  : יותר

2

22

4R

dR

S
S

ABC

DEF
−

=  

  .ABC- פנימית או חיצונית לNללא הגבלה אם 

  IIIמקרה 

ABC הנקודה  – משולש שווה שוקיים  N על הגובה 

  ) כמתואר בציורA-קרובה ל. (לבסיס
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 מרכז המעגל Oאם . AD עם FE  את מפגש M -נסמן ב
dRANהחוסם אז  AdREFלכן  . =− ∠−= sin)( 

  ):AN בר חסימה במעגל שקוטרו AFNEכי המרובע (
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⎜
⎝
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EF
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−
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:                  לכן
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S
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DEF −
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
−

−
=  

  .ושוב גם במקרה זה ההשערה נכונה
  

  IVמקרה 

 בין מרכז dר הוכיח משפט מעניין על המרחק אויל

המשפט . מרכז המעגל החסום במשולשלהמעגל החוסם 

2)2(:                                              הוא rRRd −=   )4(  

  .  המעגל החסוםמחוג  r- המעגל החוסם ומחוג Rכאשר 

  

  

  

  

  

  

  

  

    :נחשב את
ABC

DEF

S
S

  . במקרה זה

R
rS

R
rcbar
R

cbarCBAr

CrBrAr

SSSS
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NFDNEDNEFDEF

222
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)sinsin(sin
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                     כלומר
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S
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DEF

2
=)  5(  

נחשב     
2
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4R
dR −

  )4( לפי נוסחה 

R
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RrRR

24
)2(

2

22
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−−
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:         לכן
2

22

4R
dR

S
S

ABC

DEF −
  . גם במקרה זה=

מחזקים מאוד את , ארבעת המקרים הפרטיים שהוכחו

  .שה שההשערה נכונההתחו

  הוכחת המשפט

  : שהמשפט טוען שכיוון

2

22

4R
dR

S
S

ABC

DEF −
=  

ANBNנמשיך את :   בנית העזר הבאהטבעית  CN- ו,

11עד שיפגשו את המעגל בנקודות  , DE1- וFבהתאמה  .

  :ואז

111
22 NFCNNEBNNDANdR ⋅=⋅=⋅=−  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

כדי לקבל תמונה כוללת לגבי ( תקציר ההוכחה

  ). פירוט יבוא בהמשך–הרעיונות 

: נמצא נוסחה ל  .א
BC

EF    נקבל 11

  
NCBN
dR
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EF

⋅
−

=
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:  נמצא נוסחה ל  .ב
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  :אגף אגף נקבל) 10 (-ו)  8:  (אם נכפול את  .ה
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S
S

ABC

DEF −
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  .וסיימנו
  

  פירוט ההוכחה

  הוכחת א
BNCNEF ∆∆   לכן ,  11~
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  הוכחת ב
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DEDFFE

S
R
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  :הוכח)  8(לכן 
 

  הוכחת ג
1DD -מספיק להוכיח ש ∠=∠ .  

  :קיים

11EADABNFDN ∠=∠=∠  

  

  

  

  :קיים מאותן סיבות

11FADACNNDE ∠=∠=∠  

  לכן          

1

1111

DD

FADEADNDEFDN

∠=∠
⇓

∠+∠=∠+∠

  

  

  הוכחת ד

, ר המעגלט קוAN- מרובע בר חסימה וAFNE - שכיוון

  :קיים לפי משפט הסינוסים

R
BCAN

AANEF

2

sin
⋅
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∠=
  

  :קיים) 7(אבל לפי 
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dRBCFE
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~111:   בגלל ש FEDDEF  ,)10 (הרי שמתקיים  ∆∆

  :כלומר
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לכן ) 10(-ב) 8(הכפלת מנובעת ,  כאמורההוכחת 

  : ההשערה ההוכחה

2

22

4R
dR

S
S

ABC

DEF −
=  

אך החיפוש אחריה , ית שוטפתהוכחת ההשערה נרא

הפריצה בהוכחה קרתה כאשר . נמשך זמן רב מאוד
111בעקבות בנית העזר של יצירת  DFE∆ גיליתי פתאום 

~111:  ש FEDDEF 111 ואז המשולש ∆∆ FED שימש 

  .∆ABC- ל∆DEFבין  " מתווך"

חיצונית למשולש  N-בדקתי את המקרה ש, בהמשך

והוכחתי שההשערה 
2

22

4R

dR

S
S

ABC

DEF
−

  . נכונה=

אך היא אינה שונה ,  את ההוכחה במאמר זהאלא אבי

  . פנימית למשולשNמהותית  מן ההוכחה לגבי 

  סיכום

ן הטוען ששטח משולש יבמאמר זה הוכח משפט מעני

 רקתלוי , צלעות משולש על N מנקודה )לידפו(היטלים 

  . ממרכז המעגל החוסם את המשולשNבמרחק הנקודה 

  : הנוסחה

2

22

4R
dR

S
S

ABC

DEF −
=  

 מוכיחה ABC פנימית למשולש Nכאשר הנקודה 

 הוא פודלי משולש  המקסימלי שלשטחשה
4
1

 משטח 

ABC . המשפט הוא גם הכללה של משפט מפורסם של

 ראיתי חשיבות להציג את המשפט שכךכיוון . סימסון

 רציתי –אבל רציתי יותר מזה . ולתאר את ההוכחה

לתאר את הדרך שהובילה להשערה ואת טכניקת 

רציתי   –  בדיקת ההשערה במספר מקרים פרטיים

  "?איך נולד משפט יפה"לענות על השאלה 

 )6 לפי(

נשענות על 
אותה קשת

 מרובע BFNDכי 
בר חסימה

 )9(לפי 


