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 2 ,1הישל הפונקציה ממעלה שני" נחיתה רכה"

 הדר-נצה מובשוביץ

 מבוא

בהכשרת ,  לתפישה מקובלת במחקר בחינוך מתמטי80 - הפכה בשנות התהקונסטרוקטיביסטיהתיאוריה 

 . שומן בכיתותבפיתוח תוכניות לימודים וביי, מורים

(Kilpatrick 1987, Sinclair 1987, Vergnaud 1987, Wheeler 1987). 

 מאמינים שהלמידה היא תהליך פנימי שהתחרשותו גורמת לשינויים במסגרות םהקונסטרוקטיביסטי

וכתוצאה מהם הלומד בונה לעצמו את הידע החדש , המושגיות הקיימות אצל הלומד בהתחלת הלמידה

אינו הולם את ") במגירות("תקים זה מזה ורדים ומנפארגון הוראת המתמטיקה בפרקים נ, לפיכך. שלו

כדי שהתלמיד ירכוש ידע חדש חשוב שלימוד המתמטיקה יביא ליצירת . התורה הקונסטרוקטיביסטית

 .קשר בין הידע החדש הנרכש לבין הידע הקיים

ועיות מתוך הידע שהצטבר על מאמר זה מציג גישה המאפשרת לבנות את הידע על פונקציות ריב

בחלקו . נתבונן במכפלה של שתי פונקציות ליניאריות, בחלק הראשון של המאמר. הפונקציות הליניאריות

אחרי כל . כאל סכום של שלושה מונומים   f(x) = ax2 + bx + c:השני נתייחס אל הפונקציה הריבועית

 . עות שאלות אחדות למחקרולבסוף מוצ, חלק מופיע דיון בתועלת הפוטנציאלית שלו

הכרחי להיעזר , על מנת לממש את הרעיונות האלה במסגרת של תוכנית הלימודים או למטרות מחקריות

        "אנליזה תיאורית"כמו למשל התוכנה , בתוכנת מחשב לתיאור גרפי של פונקציות פולינומיאליות

 ).1988, לוגל(

 .משיות במשתנים ממשייםכל הפונקציות שאליהן נתייחס הן פונקציות מ

 המכפלה של שתי פונקציות ליניאריות

ועל )  והאלגברייהגראפ(על אופני ייצוגה , תהליניארינניח שאנו יודעים כבר די הרבה על הפונקציה 

חלק גדול , כפי שנראה, למעשה. אבל איננו יודעים ולא כלום על הפונקציה הריבועית, הקשרים שביניהם

 .ונותר רק להוציאו אל הפועל, ריבועיות כבר קיים בכוחשל הידע על פונקציות 

כלומר יכולים , תהליניארי של גרף הפונקציה תמנטאלי בתמונה מצוידיםבשלב זה אנחנו , על פי ההנחה

ללא קושי לראות בדמיוננו את המקום במערכת הצירים של הקו הישר המתאים לכל פונקציה נתונה 

המתקבל על ידי כפל ,  שעדיין איננו מכיריםf את הגרף של פונקציה ננסה לבנות לעצמנו. ממעלה ראשונה

 : כךx המוגדרות לכל t - וg תליניאריושל שתי פונקציות 

g(x) = ax + b        ו     -     t(x) = cx + d 

 .g(x)t(x) את המכפלה  x  מתאימה לכל ערך של f, לפיכך

 f(x) = (0.5x + 2)(2x – 3): נתבונן בפונקציה הבאה, לדוגמה

  g(x) = 0.5x + 2    ;                                              t(x) = 2x – 3  :כמכפלה של

                                                           
הוצג בכנס , קדמתמו בגרסה, זה מאמר.  1989ט " טבת תשמ3חוברת ' כרך בעלון למורים למתמטיקה " מסרים"בפורסם   1

 1988אפריל , אביב-תל,  מחשבים וחינוך–ח "החמישי של מו
לאורי לירון ולפיטר , למירי עמית, ולעזריאל אביתר, על רעיונותיו המעוררים" לוגל" לאמנון ארבל איש חברת תודות  2

 .מוסטובוי על הערותיהם
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 חמש נקודות כמעט ברורות מאליהן

 נקודות שתילגרף שלה חייבות להיות . מוכרת הזאת-מתברר שבידינו אצור מידע רב על הפונקציה הבלתי

זה אומר שהפונקציה החדשה . יםליניאריות האפס של הגורמים ההמתלכדות עם נקוד, xחיתוך עם ציר 

הפונקציה החדשה מתלכדת עם אחד מהקווים הישרים כאשר , בנוסף לכך. תליניארי פונקציה אינהבוודאי 

נקודה חמישית היא . כך יש לנו כבר ארבע נקודות של הגרף של הפונקציה החדשה. 1השני מקבל את הערך 

נקודה זו ממוקמת במכפלת נקודות החיתוך של . yקציה החדשה עם ציר של הפונ נקודת החיתוך

 . מסומנות חמש הנקודות בעיגול1'  מסשרטוטב. yות עם ציר ליניאריהפונקציות ה

 

 1'  מסשרטוט

 . . .ועוד כמה עובדות מעניינות 

 הגורמים  על ידי זה שנחקור בקפידה את שניתליניארי-נוכל להגיע למידע נוסף על הפונקציה הלא

 רציפות תהליניאריושתי הפונקציות , שנית. xקודם כל ברור שהפונקציה החדשה מוגדרת לכל . הליניאריים

במשיכת קולמוס "ניתן לצייר את הגרפים שלהן , יסודי-הספר העל-במונחים של בית, כלומר. בממשיים

ה על ידי בחירת שני ערכים ניתן להשיג שני ערכים קרובים כרצוננו של הפונקצי, או ליתר דיוק, "אחת

קל לראות ,  אכן קיים אצלותהליניארילמי שהמושג הזה של רציפות של הפונקציה . xמספיק קרובים של 

מכפלה זו חיובית כאשר שני הגורמים , שלישית. שהמכפלה של שתי פונקציות רציפות אף היא רציפה

 ).2'  מסשרטוט(ים שונים ושלילית כאשר הם בעלי סימנ,  הם בעלי אותו סימןםהליניאריי

) 3  בשרטוט x1 ,x2כמו למשל ( הקטנה יותר 0 - הנמצאים משמאל לנקודת הxעבור ערכי , זאת ועוד

 ) g(x1) – ו t(x1)כמו למשל (הערכים שהפונקציה החדשה מקבלת מהווים מכפלות של שני גורמים שליליים 

  ). x2 - וב x1 -ונקציה מקבלת בכפי שקל לראות מהשוואת הערכים שכל פ(שכל אחד מהם עולה 

. יותר קטנות) החיוביות( גדל המכפלות x -ולכן ככל ש, יורד בערכו המוחלט, איפוא, כל אחד מהגורמים

ימינה מנקודת , באופן אנלוגי. קטנה יותרה 0 - לפחות עד נקודת ה∞− -הפונקציה החדשה יורדת מ, לפיכך

g(x)=0.5x+2 

t(x)=2x-3
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ולכן ) 3' שרטוט מס) (x3, x4כמו למשל עבור (יות ועולות שתי הפונקציות יחד חיוב,  הגדולה יותר0 -ה

 .עולה אף היא) החיובית(בתחום זה מכפלתן 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

, על כן. ∞+ - פונקציית המכפלה מתקרבת ל∞+ - או ל∞− -מתקרב ל x  -עכשיו צריך להיות ברור שככל ש

מאחר , יתרה מזאת. xם לפחות ערך אחד של לכל ערך ממשי חיובי מתאי, בגלל רציפות הפונקציה

כל ערך ממשי מתאים בדיוק לשני ערכים שונים , שהפונקציה החדשה מונוטונית בחצי העליון של המישור

 .גדולהיותר  ה0 -והשני מימין לנקודת ה, קטנהיותר  ה0 -האחד משמאל לנקודת ה: xשל 

בגלל רציפות . בחצי התחתון של המישור 0 -נחזור עתה לחלק של התחום הנמצא בין שתי נקודות ה

הטווח של , הגרף חייב לעבור מגרף יורד לגרף עולה וכתוצאה מזה, 0 -בין שתי נקודות ה, הפונקציה

ולכן כל ערך ,  סופיימינימאלחייב להיות לפונקציה ערך . ∞− -הפונקציה החדשה לא יכול להשתרע עד ל

 .0 - בין שתי נקודות הxות לשני ערכים שונים של מתאים לפח, פרט אולי למינימום, שלילי בטווח

x 

y 

f(x)>0 

g(x) = 0.5x+2 

t(x) = 2x-3 

f(x)>0 

f(x)<0 

 2'  מסשרטוט

x 

y 

x1 x2 

x3 x4 

 3' שרטוט מס

t(x) 

g(x) 
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 :נסכם בקצרה את כל הממצאים

 .  הוא כל הישר הממשיf(x) = (0.5x + 2)(2x – 3)התחום של הפונקציה  )1(

)2( fהיא פונקציה רציפה  . 

 של 0 -שכל אחת מהן מתלכדת עם אחת מנקודות ה, x יש שתי נקודות חיתוך עם ציר f -ל )3(

 )−4 , 0 (–ו )  1.5 , 0(דהיינו    t(x) = 2x – 3   , g(x) = 0.5x + 2: הגורמים

 ).0 , −6( והיא yיש נקודת חיתוך אחת עם ציר  f –ל  )4(

)5( f   מתלכדת עם  g(x) = 0.5x + 2  כאשרt(x) = 1  בנקודה) 2, 3.( 

)6( f  מתלכדת עםt(x) = 2x – 3 כאשר   g(x) = 1  בנקודת) 2 , −7−.( 

)7( f   פונקציה חיובית בתחומים +∞   < x  <  1.5  ,  4 −  <  x  <  −∞  

f   1.5 פונקציה שלילית בתחום<   x  <  4− 

 . −x  <   4  >  1.5 בתחום  x של מסוים עבור ערך f - לימינימאלנובע שקיים ערך ) 2(-מ 

)8( f   4 פונקציה יורדת בתחום−  <  x  <  −∞   

 fפונקציה עולה בתחום     ∞ +  <  x  <  1.5 . 

 .פעם בכל צד,  מקבלת כל ערך חיובי בדיוק פעמייםf -נובע ש) 1(-מ 

 מראה את צורתו 4'  מסשרטוט. בעזרת מידע זה יש בידינו קירוב טוב למדי של צורת הגרף שחיפשנו

  .יםליניארי של הגרף של פונקציית המכפלה יחד עם הגרפים של גורמיה ההמדויקת

 

  4'  מסשרטוט

t(x)=2x-3 

g(x)=0.5x+2 
f(x)=(2x-3)(0.5x+2) 
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  המכפלהתפונקצימרחב החקירה של 

ניתן למשל להתבונן בתכונות של מכפלת שני . היקף החקירה באמצעים המתוארים לעיל הוא עשיר מאוד

 .6 - ו5'  מסיםשרטוטה והירידה כמתואר ביקווים מקבילים ולבדוק את ההבדל בין תחומי העלי

 

 6'  מסשרטוט                                                                  5'  מסשרטוט

 

אפשר גם להתבונן במכפלת שני קווים ישרים ששיפועיהם בעלי סימנים הפוכים ולבדוק את ההבדלים בין 

 . 8 - ו7'  מסיםשרטוטכמתואר ב ,יוומתחת, x -ציר הלמעל באותה נקודה זוגות קווים הנחתכים 

 

 8'  מסטשרטו     7'  מסשרטוט                                  

 

 

 

t(x)=0.5x+2 

g(x)=0.5x-3 

f(x)=(0.5x+2)(0.5x-3) t(x)=-0.5x+2 

g(x)=-0.5x-3 

f(x)=(-0.5x+2)(-0.5x-3) 

g(x)=0.5x-2 

t(x)=-0.5x-2 

f(x)=(-0.5x-2)(0.5x-2)  f(x)=(-0.5x+2)(0.5x+2) 

g(x)=0.5x+2 

t(x)=-0.5x+2 
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.  מתאר זוג כזה9'  מסשרטוט. ראויה לחקירה מיוחדת היא המכפלה של שני קווים בעלי שיפועים הופכיים

. f(x) = x2 עוברים דרך הראשית ומכפלתם יוצרת את הפרבולה היסודית 9'  מסשרטוטשני הישרים ב

 .בחלק השני נעזר בה להמשך הפיתוח

 

 9. שרטוט מס

 ? את כל האפשרויותהאם במכפלה ניתן למצות

אף כי הצורה הכללית של המכפלה של שתי . קיימת מגבלה חשובה שאין להתעלם ממנה בהקשר זה

ית המכפלה נותנת תמונה שלמה של הפונקציה   אין פונקצf(x) = ax2 + bx + c:  ות היאליניאריפונקציות 

 .יםליניאריגורמים הריבועית מפני שלא כל פונקציה ריבועית ניתנת להצגה כמכפלה של שני 

פריקות מתייחסים לגרפים של פונקציות ריבועיות -איך הגרפים של אותן פונקציות לא: נשאלת השאלה

 .נחזור לשאלה זאת וננתח אותה באופן איכותי אחרי דיון הביניים? ליניארישניתנות לפירוק 

 דיון ביניים

בסוף לימוד . ותליניאריל הפונקציות הכלל הלימוד של הפונקציות הריבועיות בא אחרי הלימוד ש-בדרך

סוגרים ,  והקשרים בין תכונות הקווים לבין הפרמטריםיוהגראפייצוגו האלגברי , אינטנסיבי של הקו הישר

הזאת והניתוח של הפונקציות הריבועיות פותח אפיק חדש לגמרי שבו מתחיל ניתוח שיטתי " המגירה"את 

הפונקציות ) Lorch 1987(לורך   בספר כל כך טוב כמו הספר שלאפילו(ברוב הספרים . של הקווים העקומים

אכן התכונות של . ת שלימודה אך זה הסתייםליניאריבלי כל קשר לפונקציה ה" מוצנחות"הריבועיות 

סימטריה , נקודת אקסטרמום, קבוע-שיפוע בלתי: הקווים העקומים שונות מאוד מהתכונות של הקו הישר

הפיתוח המתמטי הטהור של הפונקציה , בנוסף לכך. 'זוגיות וכו- או איאפשרות של זוגיות, לעיתים

למרות . נראה כביכול שיש הצדקה להפרדת שני הנושאים. תליניאריהריבועית לא דורש ידע על הפונקציה ה

אלא שמבחינה פדגוגית ופסיכולוגית , הפרדה זו לא רק שהיא מיותרת מבחינה מתמטית, כפי שראינו, זאת
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ות במקביל לחקירת ההצגה ליניארילימוד הצורה האלגברית של מכפלת שתי פונקציות . יש לה מחיר

. ות לפונקציות הריבועיותליניארייכול להוות מעבר טבעי מהפונקציות ה,  המכפלהפונקצית של תהגראפי

הקבוצות השונות של משפחת -חקירה נוספת של תכונות משותפות ושל הבדלים בין נציגים של תת

יכול להצעיד את התלמידים צעד משמעותי קדימה לקראת הבנה של , כפי שראינו לעיל, המכפלה-פונקציות

 במאמריהם Henkin - וDavisשעליה הרחיבו את הדיבור , הפונקציות הריבועיות במובן המלא של המילה

 ).1978(המשותפים 

 

 הפונקציה הריבועית כסכום של שלושה מונומים

 התצפיות אחדות שמעוררות תמיה

היחסים בין התכונות הגיאומטריות של הגרף לבין הערכים של כל אחד מהפרמטרים במקרה של הפונקציה 

הטיפול המקובל בגרף של . תליניארייה הרבה יותר מעורפלים מאשר במקרה של הפונקציה היממעלה שנ

 של גרף שרטוטיסודי הוא על ידי -הספר העל-  בביתf(x) = ax2 + bx + cיה יהפונקציה ממעלה שנ

טיפול זה .   יחידותb/2a - בyועל ידי הזזת ציר  , k = (4ac – b2) / 4aכאשר  , f(x) = ax2 + k הפונקציה

טוי הידוע בשם ונשען על חישוב הבי" השלמה לריבוע שלם"מתבסס על הטיפול האלגברי הידוע בשם 

קיצה של הגרף עבור פונקציות רגול טוב ומקובל בנושא זה הוא לתת ללומדים לערוך סת". דיסקרימיננטה"

. כאשר שאר הפרמטרים מקבלים ערכים קבועים, יה בעלות ערכים שונים לאחד הפרמטריםיממעלה שנ

המגבלות של שרטוט ידני של סקיצה של פרבולה תורמות קושי . פעילות זאת כרוכה כידוע בהרבה חישובים

עד כאן . ברי וטכני של הפונקציות הריבועיותכל זה יוצר בסופו של דבר לימוד אשר בעיקרו הוא אלג. נוסף

 . תצפית אחת

 סטודנטים באוניברסיטה או תלמידי תיכון יפורמאלפעם לשאול באורח לא -האם ניסית אי. ותצפית אחרת

 ?ימתלה המתאימה לפונקציה ריבועית מסו בערך במערכת הצירים נמצאת הפרבוהאיפ

פעמים . הספר התיכון מסוגלים לתת תשובה לכך- ביתמעטים בלבד מהסטודנטים ועוד פחות מבין בוגרי

רבות ביקשתי מסטודנטים שאך זה סיימו לימוד אינטנסיבי של הנגזרת לצייר סקיצה של פרבולה 

 . a , b , cהמתבססת על הערכים של  

 על הזזה cהשפעתו של . aלפי סימנו של " הפוכה"או " ישרה"רובם ככולם יודעים להגיד אם הפרבולה 

 ומעטים מאוד  a < 0 >1  לבין  a < 1בל מעטים יודעים את ההבדל בין  א.  או מטה מוכרת לחלקמעלה

 הוא השיפוע של המשיק לפרבולה bכלומר ,  =f b ′)0  (- של העובדה שתהגראפיאת המשמעות " רואים"

 .x = 0בנקודה 

 .ר תיכון יכול בלי ספק להביןספ-שתלמיד בית, תצפיות אלו הובילו אותי לפיתוח של גישה אלטרנטיבית

 הנחות לגבי הידע ההתחלתי

ובנוסף לכך גם היכרות טובה עם פונקציות , כמו מקודם, תליניאריבשלב זה נניח שליטה טובה בפונקציה ה

 של הגרף של תמנטאליאנו מניחים כעת יכולת ליצור תמונה , במילים אחרות. p(x)= ax2ריבועיות מן הסוג 

 תמנטאליוכמו כן גישה , t(x)= ax+ b כולל קשריה עם הפונקציה מהצורה l(x)= ax כל פונקציה מהצורה

כל אחת , yישירה לצורה ולמיקום היחסי במערכת הצירים של משפחת הפרבולות הסימטריות ביחס לציר 

 ).11 - ו10'  מסיםשרטוט(עם קודקודה בראשית 
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 הופכיים aות שבהן ערכי ליניארי פונקציות כפי שראינו לעיל ניתן לעשות זאת באמצעות המכפלה של שתי

 .0 מקבל את הערך b-ו

 

 11 '  מסשרטוט                                                                                     10  ' מסשרטוט
 

 כסכום  c+f(x) = ax2 הפונקציה 

 h(x) = cסכום של פונקציה קבועה היא  f(x) = ax2 + c -נניח ש, כדי להתחיל מהמקרה הפשוט ביותר

די בולטת לעין האנאלוגיה של מקרה זה למקרה של הוספת . p(x) = ax2ופונקציה ריבועית מונומיאלית 

בהתאם , כלפי מטה או מעלה, את הפרבולה כמו שהיא" מזיז"הקו האופקי . קבוע לקו ישר העובר בראשית

  ).12'  מסשרטוט (cלסימנו של 

 
 12' שרטוט מס

P(x)=ax2 

0<a<1 

P(x)=ax2  

a>1 

P(x)=ax2 

-1<a<0 

P(x)=ax2  

a<-1 

p(x)=x2

f(x)=x2-3 

h(x)=-3
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 . הגרפים של שתי הפונקציות לא תמיד נראים חופפים, הלוח או המסך, בגלל המימדים הסופיים של הנייר

מומלץ לשרטט את שני , על מנת להתגבר על הבעיה הזו. על כן מראה העיניים עלול במקרים רבים להטעות

 כמתואר  ,yולא עבור אותו ערך של , xהגרפים במסגרת שחותכת את שתי הפונקציות עבור אותו ערך של 

    .13'  מסשרטוטב

 

 13'  מסשרטוט

שתוספת של פונקציה , היינו, קל לשער שההכללה תופסת, אפילו בשלב ראשוני זה של טיפול בפונקציות

קבועה לגרף של פונקציה כלשהי מסתכמת בהזזה קשיחה של גרף הפונקציה למטה או למעלה בהתאם 

 .cלסימנו של הקבוע 

  כהזזה של מכפלת קווים ישריםf(x) = ax2 + bx + cהפונקציה 

לעיל הזכרנו שההסתכלות על המכפלה של שתי פונקציות ליניאריות אינה מקיפה במלואה את משפחת 

כיוון . אפשר לסלק את המגבלה הזאת באופן הבא. שכן לא כל טרינום הוא פריק, הפונקציות הריבועיות

נוכל , c אפשר לשנות לטרינום פריק על ידי שינוי של הקבוע ax2 + bx + cרה שכל טרינום ראשוני מהצו

, ת כלפי מטה או מעלה המוזז,ותליניארילהתייחס לכל פונקציה ריבועית כאל מכפלה של שתי פונקציות 

  אם נוסיף לפולינום       , למשל. כדי להפוך את הטרינום לפריק , c -בהתאם לסימן של  המספר שמוסיפים ל

x2 + 2x + 3  נקבל פולינום פריק −2  את הקבוע  (x + 1) (x + 1) .הפונקציה הריבועית, לפיכך 

f(x) = x2 + 2x + 3   היא בעלת גרף חופף לזה של הפונקציה  f(x) = (x + 1)2   אבל זה האחרון מוזז כלפי

ון לגבי כלליות נקודה זו סוגרת את ההסתייגות שהועלתה בסוף החלק הראש.  ביחס לרצוי2-מטה ב

 .ותליניאריהטיפול בפונקציות הריבועיות כמכפלות של פונקציות 

c<0

c>0

f(x)=-x2+c 



 

_____________________________________________________________________ 
 הדר-נצה מובשוביץ, " של פונקציה ממעלה שנייהנחיתה רכה"

 תמטי מינוך החיענון הריפור וש, ידוםקהמרכז הארצי ל, "חם-קשר"
 חיפה, הטכניון

- 10 -

 כסכום f(x) = ax2 + bx הפונקציה 

 : ונחבר את שתי הפונקציות הבאות, נחזור שוב אל הרעיון של חיבור פונקציות מונומיאליות

p(x) = ax2 

l(x) = bx 

 עולה או יורד דרך lוהואיל והקו הישר , ית היא ישרה או הפוכה וקודקודה בראשpהואיל והפרבולה 

). 17 ,16, 15, 14'  מסיםשרטוט  (f = p + lקיימים ארבעה צירופים עבור הסכום , איכותית, לכן, הראשית

 עם yכאשר מוסיפים לו פרבולה סימטרית יחסית לציר , ים מראים שקו ישר העובר דרך הראשיתשרטוטה

שתי . המעביר אותה למיקום חדש במערכת הצירים ,לפרבולה" נווט"מהווה מעין , קודקוד בראשית

והקודקוד ,  כלפי מטהוהשנייההאחת כלפי מעלה , הזרועות האינסופיות של הפרבולה נמשכות כביכול

ף החדש עובר דרך רהג. וון המותווה על ידי הקו הישרהראשית בכינקודת כלפי מעלה או מטה מ" גולש"

 .הקו הישרהראשית ומונח כולו בצד אחד של 

 

 15'                                                                                  שרטוט מס14שרטוט מס 

 

ברביע שבו " ישרה" מדגימים את העובדה שעבור כל פרבולה 15'  מסשרטוט ו14'  מסשרטוט, יתר דיוקל

הסכום של השניים נראה כאילו הוא תוצאה של כך שהקו הישר ,  מקבל ערכים חיובייםlהקו הישר 

 חייבת f  הפונקציה החדשה. וכל נקודה בשיעור שונה, את הפרבולה כלפי מעלה נקודה נקודה" מותח"

ברביע שבו הקו הישר מקבל ערכים .  שני המחובריםמעלוהגרף שלה עובר , לקבל ברביע זה ערכים חיוביים

הסכום החדשה -ולכן גרף פונקציית. הוא כביכול מותח כלפי מטה את הפרבולה נקודה נקודה, ילייםשל

 .שני המחובריםבין עובר 

 lברביע בו הקו הישר , p" הפוכה" מראים שעבור כל פרבולה 17'  מסשרטוט ו16'  מסשרטוט, באופן דומה

 לשני מתחתהסכום עובר -ף פונקצייתכלפי מעלה וגר" נמתחת "p זרוע אחת של ,מקבל ערכים שליליים

כלפי מטה את הפרבולה כמו חבל " מותח"ברביע בו הקו הישר מקבל ערכים חיוביים הוא . המחוברים

 . שני המחובריםביןהסכום עבור -וגרף פונקציית, אינסופי גמיש

p(x)=0.5x2 

l(x)=2x 

f(x)=0.5x2+2x 

l(x)=-2x 

f(x)=0.5x2-2x 

p(x)=0.5x2 
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 17'                     שרטוט מס                                                             16שרטוט מס 

 חפיפת הפרבולות

 p(x) = ax2נשים לב שהפרבולה ,  h(x) = cמחובר שלישי מהצורה , לפני שנוסיף לשני המחוברים לעיל

הסתכלות זו דורשת בדיקה אלגברית קפדנית של , כמובן, לתלמידים.   חופפותf(x)= ax2 + bxוהפרבולה 

 שאותם הם S - וR  עבור ערכים של f(x) = a(x + R)2 + S  -  ו f(x) = ax2 + bxהקשר הכמותי בין 

 ).  R = b/2a  ;    S = −b2/4a במקרה זה   (צריכים לאתר 

 . מספקת את הנימוק הדרושp(x) -חפיפתה ל , f(x) = ax2 + c  ל היא מהצורה"  הנf(x) -הואיל ו

 כסכום f(x) = ax2 + bx + cהפונקציה 

.  h(x) = c מחובר שלישי מהצורה l(x) = bx -  וp(x) = ax2וסיף עתה לסכום של נ, להשלמת התמונה

אחת , ולתוצאה יהיו אפס,  כלפי מעלה או מטהp + lהסכום -כתוצאה מכך נקבל הזזה של גרף פונקציית

 .xאו שתי נקודות חיתוך עם ציר 

אם . xהמוגדרת לכל , f(x) = ax2 + bx + cנתייחס למקרה הכללי של הפונקציה הריבועית מהצורה 

 קו ישר מהצורה, p(x) = ax2פרבולה מהצורה : נסתכל עליה כסכום של שלוש פונקציות מונומיאליות

l(x) = bx , קו אופקי מהצורהh(x) = c ,הסכום במהירות -נוכל למקם במערכת הצירים את גרף פונקציית

כדי לתאר את : לדוגמה. 1- יחסית לc - וa  ועל פי הערך המוחלט של  a, b, cובקלות בעזרת סימנים של 

ורחבה   )  a < 0כי  (ישרה  p(x) = 0.2x2 נצייר בדמיוננו פרבולה  f(x) = 0.2x2 – 0.6x – 3גרף הפונקציה 

  לאט) b > 0(  שהוא קו יורד  l(x) = −0.6xכלפי מטה לצד ימין על ידי הקו הישר " נמשכת ) "a > 1כי (

כתוצאה מכך מתקבלת פרבולה ישרה העוברת דרך הראשית ויש לה נקודת ). 18 ' מסשרטוט ( )b >1כי (

 xלפיכך יש לה מינימום המתקבל עבור ערך חיובי של . x עבור ערך חיובי של xחיתוך נוספת עם ציר 
 ).19'  מסשרטוט(

p(x)=0.5x2 p(x)=0.5x2 

l(x)=-2x l(x)=2x 

f(x)= 0.5x2 + 2x f(x)= 0.5x2 - 2x 
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פתוחה לכן הפרבולה המבוקשת . yאת הגרף כלפי מטה במקביל לציר " מזיז"  h(x) = −3המחובר השלישי 

ושתי , x של  המתקבל עבור ערך חיוביימינימאלבעלת ערך שלילי , 0- מתחת לyחותכת את ציר , כלפי מעלה

 ).20'  מסשרטוט( שלילית הוהשנייאחת חיובית : 0נקודות 

                      

 19'                                                       שרטוט מס18שרטוט מס 

 

 

 20'  מסשרטוט

 

 "השלמה לריבוע שלם"הקשר בין גישתנו לבין 

הן פרבולות  p(x) = ax2, (p + l)(x) = ax2  + bx , f(x) = ax2 + bx + c קל לראות ששלוש הפרבולות  

 ושל  p(x) = ax2 המחבר את הקודקודים של  (R , S)לשם כך מספיק להתבונן בווקטור . חופפות

f(x) = ax2 + bx + c  .מציין את הכיוון והגודל של ההעתקה המעתיקה את , ווקטור זהp(x)  ל- f(x) . 

 ;  R = −b/2a -מאחר ש" השלמה לריבוע שלם"הוא גם מחזיר אותנו לגישה המסורתית של 

S = (4ac – b2)/4a 

p(x)=0.2x2 

P(x)=0.2x2 

l(x)=0.6x 

l(x)=0.6x 

(p+l)(x)= 0.2x2+0.6x 

(p+l)(x)= 0.2x2+0.6x 

f(x)= 0.2x2+0.6x-3 
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 ד י ו ן 

מאמר זה בא להציע שלא לשמור בבידוד הדדי את שני המקרים הראשונים של הפונקציות 

 כרוכה בהפסד הן מההיבט  זה מזה שני הנושאיםניתוקהוא מצביע על כך ש, תר על כןי. פולינומיאליותה

 .המתמטי והן מההיבט הדידקטי

עוסקים בפתרון משוואות , בהמשך לימוד האלגברה כאשר דנים בתכונות של הפונקציות הריבועיות

פשר להפיק תועלת רבה מהיכולת לתאר א, ם ריבועייםשוויוני-או אי, מערכות של משוואות, ריבועיות

גם שיטת פירוק הפולינום הריבועי למכפלה של שתי . בקלות ובמהירות את הגרף בכל רגע שהוא רצוי ונחוץ

וגם , במקרה הצורך עם תוספת של קבוע שמזיז את הגרף הפריק אל הגרף הרצוי, ותליניאריפונקציות 

 של גרף תמנטאלימתאימות ליצירה של תמונה ,  מונומיםשיטת פיצול הפולינום הריבועי לסכום של שלושה

 .הפונקציה

הם מספקים דוגמאות . את שני התהליכים שתוארו במאמר ניתן להתאים לפולינומים ממעלה גבוהה יותר

איזה מידע נוכל להסיק מהגרפים של שלוש פונקציות : כך לדוגמה אפשר לשאול. של תהליכים בני הכללה

נראה כפי שהוא נראה ואיך בהשוואה   f(x) = x3איך זה שהגרף של  ? ף של מכפלתןות עבור הגרליניארי

  f(x) = x3 + x2 + x  והגרף של הפונקציה) 21'  מסשרטוט( f(x) = x3 + x2 אליו נראים הגרף של הפונקציה 

 ?)22'  מסשרטוט(

 

 22'              שרטוט מס                                                              21' שרטוט מס

 

יכול , ספר תיכון-שכרגע נמצא מחוץ לתוכנית הלימודים של בית, הפרק על פולינומים מדרגות גבוהות יותר

 של הגרפים אינה מהווה בעיה הודות לתוכנה םמינותזמרתק בתוכנית הלימודים בעדן שבו להפוך לנושא 

 של הפונקציות השונות תמנטאלי על מנת לפתח תמונה אפשר לשלבם ולהשתמש בהם. הקיימת למחשבים

האלגברה נעשתה בימינו " ראיית"כיוון ש. כאמצעי עזר לאינטואיציה מתמטית הדרושה לטיפול בפונקציות

 . אלגברי משמעותי ולא רק טכנילתפקודניתן להיעזר בהם , אפשרית הודות למחשבים

f(x) = x3 + x2 f(x) = x3 + x2 + x  
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.  הוא יכול גם לשמש כסביבה שמעוררת בעיות.הכלי החזותי לא מהווה רק כלי עזר להדגמה סטטית

דרך למידה זאת . סביבה כזאת מוליכה ללמידה המדורבנת על ידי חיפוש תשובות לשאלות המתעוררות

השימוש בגרפיקת מחשב לגילוי תכונות של פונקציות שונות , יתר על כן. אופיינית לאדם משחר ילדותו

 .טומן בחובו הרבה מאוד הפתעות מתמטיות

יון יותר רחב על ערכה של הלמידה לקראת תשובה לשאלה שמתעוררת בלומד ועל ערכה של ההפתעה ד (

 ).Movshovitz-Hadar 1988-b  1988-a: בלימוד מתמטיקה מופיע ב

אך למרות פשטותן ואולי בשל , הפונקציות הפולינומיאליות הן הפונקציות הפשוטות ביותר שאפשר לבנות

חלקים אחדים באלגברה של תורת הפולינומים הם . כזי מאוד במתמטיקהפשטותן הן בעלות תפקיד מר

לפונקציות פולינומיאליות יש חשיבות . המשפט היסודי של האלגברה מהווה דוגמה לכך. מאוד עמוקים

. גדולה גם באנליזה שהרי בעזרתן ניתן להגיע לקירובים של פונקציות מסובכות ביותר במגוון של דרכים

לימוד פונקציות פולינומיאליות משחק תפקיד כה מרכזי בתוכנית הלימודים זאת הסיבה לכך ש

ללמד אותן כשני . ות והריבועיות הוא כל כך בסיסיליניאריולכן גם לימוד הפונקציות ה, במתמטיקה

נושאים נפרדים אשר אין ביניהם לבין עצמם קשר ואין הם מובילים לפיתוח רעיונות מתקדמים על 

 .והי על כן החמצה של ממשז, פולינומים בכלל

הניתוח האיכותי . קשה להפריז בהדגשת החשיבות של ההצגה החזותית לפיתוח האינטואיציה המתמטית

המתאפשר על ידי הייצוגים החזותיים הוא שעושה את כל ההבדל בין הגישה המסורתית להוראת 

טים בהוראת המתמטיקה בדרך כלל שול.  לבין הגישה שמוצעת במאמר הנוכחיהשנייהפונקציה ממעלה 

באופן . שיקולים איכותיים הם נדירים מאוד. ובפרסומים מתמטיים בכתב השיקולים הכמותיים

דווקא ההתמקדות בחלק האיכותי של הארגומנטים הכמותיים הופכת אותם בדרך כלל , פרדוכסלי

 .למובנים יותר עבור קהל יותר רחב

אמור להוכיח את עצמו , כפי שהוצג במאמר זה, היושניהדיון האיכותי בפולינומים ממעלה ראשונה 

, גיאומטריה אנליטית, כהשקעה שתניב פירות בבוא העת כאשר יתחיל לימוד החשבון הדיפרנציאלי

 .ואלגברה מודרנית

של הפולינומים ממעלות נמוכות יכולות להיות השלכות משמעותיות לגבי " תחושה בקצות האצבעות"ל

לת להעלות בדמיון את המראה של גרף הפונקציה היא משענת חשובה היכו. המשך לימוד המתמטיקה

 .כאשר יש לבצע משימות מתמטיות יותר מתקדמות

 מחשבות אחדות בכיוון מחקר

 :התעוררו בי שאלות רבות שראויות להיחקר, תוך כדי עבודה על מאמר זה

הכרוכים בטיפול ) Garofalo and Lester 1985(מהם התהליכים הקוגניטיביים והמטקוגניטיביים  -

 ?האיכותי בפולינומים לפי המתואר לעיל

צדדי בין -מצאה דפוסים של תפיסות מוטעות הקשורות למעבר הד)  1987Zaslavsky(זסלבסקי   -

האם המאמר הנוכחי מסייע ?  של הפונקציות הריבועיותיהגראפ האלגברי לבין הייצוג הייצוג

 ?להתגבר עליהן או למנוע אותן

מציע אנלוגיה בין ייצוג פונקציה כמושג מתמטי בתפיסת התלמידים לבין ) Janvier 1987(אנבייר 'ז -

 הכוכב שלו הוא בעל .מסויםקרחון דמוי כוכב מחומש שרק אחת מפינותיו נראית מעל למים ברגע 

תיאור , גרף, טבלה, עצם:  הבאות כרכיבים של ייצוג הפונקציההסכמותחמש זרועות המכילות את 

מה , במובן זה. רכיב אחד נגלה וארבעת האחרים נסתרים, פי רצוננו-ועל, בכל פעם. מילולי ונוסחה

האם ? מוסיפים הרעיונות המוצגים במאמר זה לייצוג של פונקציות ריבועיות בתפיסת התלמידים
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האם הם עוזרים לסובב את הקרחון המחומש ?  שונותסכימתהם עוזרים להחליק את המעבר בין 

 ?לותביתר קאנבייר 'זשל 

באיזו ? איזה סוג של פיתוח תוכנית לימודים יכול להגשים את הרעיונות שלעיל ולהביאם לכיתה -

מידה הערכה של ניסוי כזה תעשה צדק לפוטנציאל התיאורטי שיש לרעיונות אלה להתפתחותו 

איזו כמות של ? איך ניתן להשוות את הגישה המוצעת לגישה המסורתית? המתמטית של הלומד

הגישה המקשרת בין , באיזו מידה? המחשב-תלויתונומית ניתנת לביצוע בגישתנו למידה אוט

 תביא את התלמידים להתייחס למתמטיקה כאל דיסציפלינה הושנייהפולינומים ממעלה ראשונה 

מהי הפרדיגמה ? ולא כאל דבר מוגמר שמישהו אחר הכין, "שייכת להם"שניתנת לבנייה ויצירה ו

 ?)Howe 1985(וג זה המתאימה למחקר חינוכי מס

 היכולת ליצור לעצמם תמונה יש) Thompson 1984 של האפיוניםלפי , למשל(לאיזה סוג של מורים  -

מהי ההשפעה של יכולתם זאת על תפישתם הם של ?  של הפולינומים הריבועייםתמנטאלי

 ?ועל תפישתם של תלמידיהם? האלגברה הכרוכה בכך

תיארתי אנלוגיה בין מלחין ומבצע בהתאם לתפקידם , )a1988 Movshovitz-Hadar(במקום אחר  -

מורים מומחים הם . במוסיקה לבין מתמטיקאי ומורה למתמטיקה בהתאם לתפקידם במתמטיקה

 ).Berliner , 1985 Bourke , 1986 , Brophy 1986 Leinhardt and Putnam 1986(היום מוקד למחקר 

כך שהיא תסבר את , "המוסיקה המתמטית "את" לנגן"במיוחד מעניינות דרכיהם של המומחים 

, מר זהמחשב כפי שמוצע במא-בהשתמשם בסביבה לימודית פתוחה תלויית. אוזנו של התלמיד

בהתאם לתגובת הקהל " מאלתרים"הם ". נגינה לפי התווים"ם לא רק מורים מומחים עושי

קיחת סיכון הם מאפשרים לתלמידים לנסות רעיונות משלהם תוך ל. ובהתאם לטעמם המתמטי

מה הם יכולים ללמוד ? יך פועלים המורים המתחיליםא. טן של היווצרות תפיסות מוטעותק

 ?מהמומחים

הוראה על מנת לשפר את כשרון -מה צריכות להכיל תוכניות לימוד להכשרת פרחי, אחרון חביב -

 ?לעודד את הקונסטרוקטיביזם אצל המורה העתידי: מה משמעות הדבר? האלתור

Underhill )1986 (אך , ומאמר זה מציע רעיונות אחדים הראויים ליישום, פרש יריעה רחבה בעניין

אם ברצוננו לראות השפעה של המחקר על החינוך , נחוץ מחקר קפדני בשאלות אלו ואחרות

 .המתמטי בהתקרבנו אל העשור האחרון של המאה
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