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 חבית היין של קפלר  : הנושא
 פתרון בסביבה של גיאומטריה דינמית

 
 

 .בת שבע שכטר :י"הוכן ע

 

   
בה טיפלו אלה שמוקלר , בעיית הנפח של חביות היין של קפלרבמאמר מטופלת  :תקציר

כאן . עות חשבון דיפרנציאליבאמצשם התבצעה החקירה . 30ה "עלוזיוה שחם ב
 .דינמיתבסביבת לומדה של גיאומטריה חקר הבעיה  מתואר

 
 

, חקירת פונקציה,  חשבון דיפרנציאלי,אנליזה, קפלר, סטוריה של המתמטיקהיה :מילות מפתח
, גיאומטריה, גיאומטרית המישור ,בעיות מינימום ומקסימום, בעיות קיצון

, טרפז, ריבוע, מלבן, מרובע, מעגל, מקום גיאומטרי, הנדסת המישור, הנדסה
שיטת , מחשב, ?מה אם לא, נפח, גליל, חרוט קטום, חרוט, טרית המרחבגיאומ
 .חקר

 
 

 .14-19עמודים , 2004ד "תשס, 31ה "על :החומר פורסם במסגרת

 

 

 . עמודים6: החומר מכיל בנוסף לעמוד הפתיחה

 

 

 

 

 

 

 

 

ale31-3 

 מ"מל
 המרכז הישראלי להוראת

 ש עמוס דה שליט"המדעים ע

  מכון טכנולוגיה לישראל-הטכניון 
 המחלקה להוראת הטכנולוגיה והמדעים

 ון למחקר ופיתוחמוסד הטכני

  המרכז הארצי– "קשר חם"
 תמטימינוך החיענון הריפור וש, ידוםקל
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 חבית היין של קפלר
  דינמיתהפתרון בסביבה של גיאומטרי

 

 

 *שכטרשבע -בת
 חיפה, ת"ס בסמ"יב

 
 

 ראשית דבר

סדנה בה נחשפתי לראשונה לבעיית החבית של קפלר ב

קשר  " המרכז הארצי למתמטיקה שלהשתתפתי בכנס

סוד החבית : בעקבות אותה סדנה פורסם המאמר ."חם

 בעיית קפלר על מדידת חביות יין –האוסטרית 

, 2003, 30ה "על (והתרתה באמצעות חשבון דיפרנציאלי

 .) ושחםשמוקלר
הבעיה נראתה לי מעניינת וראויה להצגה בפני 

כפי שהוצגה בסדנה , מאחר ולחקירתה .תלמידים

אין היא מתאימה לכל ,  נדרש ידע מתמטי רב,ובמאמר

 . תיכוןהספר ההתלמידים בבית 
את הבעיה לרמות שונות של תי דרכים להתאים יפשח

חשבתי שיכול להיות ערך מוסף לבעיה אם ו, תלמידים

 מיתאצג בסביבה של גיאומטריה דינתו

 (DGS – Dynamic Geometry Software) 

 :שכן

 עוזרתציה ובכך א ויזואליזמאפשרתהצגה כזו  •

 . את הבעיה'לראות'לתלמידים 
יכולים להיעזר , ין לא למדו אנליזהיתלמידים שעד •

 שאלות בהתאם שאולול שנבנה בסביבה זו במודל 

 .לרמתם
,  של המודליהיחקירת הבנל, כפי שנראה בהמשך •

דרושים  , לניסוח שאלות החקירה ולביצועה

, העלאת השערות, ם של קבלת החלטותכישורי

 . הסקת מסקנות ופתרון בעיות
  מזמנת יצירתהצגת הבעיה בדרכים שונות •

 .קישוריות בין תחומים שונים בתוך המתמטיקה

 DGS  הבעיה המישורית של קפלר בסביבה של. 1

 עיהניסוח הב
, תחילה נציג את הבעיה המישורית של קפלר

 :המתייחסת לחצי חתך של גליל
, )λ( בעלי אותו אלכסון (ADBE) מבין כל המלבנים

   ? איזהו המלבן בעל השטח הגדול ביותר
 

 
 
 
 

 1שרטוט 

 ניתוח הבעיה

אשר  , המלבנים(D) ום הגיאומטרי של קדקודיהמק

הוא מעגל , λ מידת האורך של אלכסוניהם קבועה ושווה

 .)2שרטוט  ( λ=ABשקוטרו
לנסח את הבעיה המישורית של קפלר , אפוא, ניתן

 :באופן הבא
יש לחסום את המלבן בעל השטח , במעגל נתון
 .הגדול ביותר

 
 
 
 
 
 
 

 2שרטוט 

היסטוריה

2r 

B D 

A 

λ λ 

E 

h 

A B 
C 

, התמיכה, אלה שמוקלר על ההערות הבונותלתודה מיוחדת * 
 .טובההעצה ההעידוד ו
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 DGS  בניית הבעיה בסביבה של
 : גיאומטריה דינאמיתלחקירת הבעיה בסביבה של 

אשר כל , נקודותההמקום הגיאומטרי של בונים את 

 . אחת מהן  היא קדקוד של מלבן בעל אלכסון קבוע

 תיאור הבנייה 
 .ABבונים קטע  .1
 .C   מתקבלת נקודת האמצע–חוצים את הקטע  .2
 שלומחוג  ומידת הCבונים מעגל שמרכזו בנקודה   .3

 .CA שווה לאורך הקטע 

  בול נקודהכ .המעגל הוא המקום הגיאומטרי המבוקש

; היא קדקוד של משולש ישר זווית הבנוי על הקוטר

 ).2שרטוט (  ABשאלכסונו מלבן המשולש הוא חצי ה

 , על המעגלDכאשר גוררים בעזרת העכבר את הנקודה 

 .מתקבלים כל המלבנים החסומים במעגל
  מחשבים לכל נקודה,לומדהאשר ב, בעזרת כלי המדידה

 Dאת המידות הבאות: 
λ – אורך הקטע   AB ; 

AD
DBt   ;  מדד התמירות =

 S  –   שטח המלבןADBE.  
 .המידות מופיעות על צג המחשב

 גרף של פונקציה על פי להציג  גם אפשרDGSבאמצעות 

 כפונקציה S  מגדירים את שטח המלבן. המשתנים שלה

  .t  של המשתנה
על פני המעגל מופיע הגרף  Dעם גרירת הקדקוד 

 .3מתואר בשרטוט כ, נתונים שחושבו לעילל מתאיםה
 קיימתסימום קנקודת מ: הגרף מתקבל הפתרוןמתוך 

 . t=1עבור הערך 
מבין כל המלבנים : כידוע, והמשמעות הגיאומטרית

 הריבוע הוא בעל השטח הגדול, החסומים במעגל נתון

 . ביותר
 
 
 
  
 
 

 

 

 

 
 
 

 3שרטוט 

   DGS בעזרת פתרון בעיית חבית היין של קפלר. 2

 חבית שצורתה גליל
 אורך הקטע המחבר את  בהן ותגליליחביות נתייחס ל

  2הוא קבוע כמו בשרטוט עם עקב החבית  החבית פתח

 ). 30ה " בעלמאמרהנזכר בסרגל הקסם (
 :     נפח הגליל הוא 

DBADDBADHrV ⋅⋅=⋅





=⋅= 2

2
2

2
2

2
πππ    

 מאפשרים חישוב של נפח לומדהכלי המדידה של ה

עם . ו לבין קוטר בסיסוגובה בין t  ושל היחסV גליל ה

מקבלים , π  כקירוב לערך של 22/7הצבת 

DBADADV ⋅⋅⋅= 7/11. 
עם , DGS בעזרת בעיה המישוריתחקירת הבדומה ל

מופיעים על צג ,  לאורך המעגלDגרירת הקודקוד 

 המתאימים לכל אחד ,V  ושלt המחשב הערכים של

גרף של  הפונקציה ה מופיעבמקביל . מהמלבנים שניבנו

 ).4שרטוט    (t  תלות ביחסכ Vהמתארת את הנפח  
 
 

 

 

 

 

  
 
 
 
 

 

 4שרטוט 

 

 למצוא את נקודת יםיכולבשלב זה תלמידים 

  עדD גרירת הקדקוד בתהליך שלסימום של הגרף קהמ

 . גיע לנקודת השיא של הגרףיש
 משפיע על שאר ,λ –שינוי הנתון של אורך הקטע 

 .ה מחדשיהגדלים ואין צורך בבני
ים כתאר גרפים שונים שהתקבלו עבור ער מ5שרטוט 

 ).  AB הקטע אורך (λשונים של 
  לי של הנפחאסימק לגלות שהערך המו יופתעיםתלמיד

V 42.1:ות מדד התמיר של קבועעבור ערך  מתקבל=t . 
המתקבל  2  לערךהיא קרוב עשרוני טובתוצאה זו 

, בעזרת חשבון דיפרנציאלי tV)(בחקירת הפונקציה 

 .)30ה "בעל(כפי שמתואר במאמר 
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 5שרטוט 

 בעלי  חופפיםבנויה משני חרוטים קטומיםהחבית 
  משותףבסיס

 ניסוח הבעיה
בעלי חופפים י חרוטים קטומים חבית המורכבת משנל

אחד ש משושה  יש חתך שצורתובסיס משותף

  שווי שוקים מאלכסוניו מחלק אותו לשני טרפזים

 גם כאן מחפשים אפיונים לחבית בעלת נפח ).6שרטוט (

 . מקסימאלי
 

               

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 6שרטוט 

 

חשוב לנסח אותה בשפה  DGSעזרת בלחקירת הבעיה 

כלומר להגדיר מהם הנתונים , של בנייה גיאומטרית

  λ, גליליתחבית כמו במקרה של . ומהם המשתנים
  אתמייצג t -את אורך האלכסון של חצי החבית ומייצג 

במקרה . הבסיסחבית לבין הקוטר של ההיחס בין גובה 

 היחס שבין: פרמטר נוסף משפיע על נפח החביתזה 

לבין קוטר של שני החרוטים קוטר הבסיס המשותף 

לפי השרטוט של חתך החבית יחס . הבסיס של החבית

 ם של כל אחד משניבסיסיהזה הוא היחס שבין 

כפי (, מדד הבטנוניות: בשם יחס זה כנהנ. הטרפזים

  .b:  ונסמנו)30ה "שהופיע במאמר בעל
ל   ושλנתבונן תחילה בחביות שיש להן אותם ערכים של 

bונשאל כיצד משפיע הערך של   t נפח ה על (V) של 

 . החבית
 

ניתן להתמקד באחד משני הטרפזים ולשאול את 

 :השאלה הבאה

חרוט קטום נוצר כאשר טרפז שווה שוקיים מסתובב 
 .  שלו סביב ציר הסימטריה

 מבין כל הטרפזים שיש להם אותה מידה של אלכסון
λ ושווה ל ואשר היחס בין הבסיסים שלהם קבוע-b ,

 ? איזהו הטרפז היוצר את החרוט בעל הנפח המרבי
 

לשם כך נדרשת .  לפתרון הבעיהDGS -נעזר ב, שוב

 .בנייה מתאימה
 

 עיהניתוח הב
אשר )  7שרטוט  (AHBGיהא נתון טרפז 

 .λ=ABאלכסונו

 
 
 
 
 

 
 

 

 7רטוט ש

 
 GBבסיס עם ה Aקדקוד ההמחבר את  AD נתבונן בגובה

הוא , Dהמקום הגיאומטרי של עקבי הגובה . הטרפזשל 

לקטע באורכו  שווה BD .ABמעגל אשר קוטרו הוא 

 כאורכו מעבר BD אם נמשיך את .האמצעים של הטרפז

BDDE-כך ש, Dלנקודה   BEאורך הקטע הרי ש, =

 :כך נקבל.  הבסיסים אורכישווה לסכוםי

AHEGBGAHBE =⇒+= 

λ
A 

B 

H 

D G E 

λ
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 השווה  ביחסBE   את הקטע,אם כן,  מחלקת Gהנקודה

b                                 : למדד הבטנוניות
AH
GB

GE
GB

== 

שתתרום לחקירת נשתמש בתכונה זו לצורך בנייה 

 .DGS  בסביבתהבעיה 
 

 תיאור הבנייה
 ; AB  בונים קטע .1
 ; כקוטרAB  בונים מעגל על .2

 ;  על המעגלD  מסמנים נקודה .3
, D   כאורכו מעבר לנקודהBDממשיכים את הקטע  .4

BDDE -כך ש =;  
 ; BE  על הקטעכלשהי   Gמסמנים נקודה  .5

 ; BG - משרטטים ישר המקביל לA -מ .6
 על הישר המקביל החל GEמעתיקים את הקטע  .7

GEAH-כך ש, Aמהנקודה  =. 
AHBG  כמייצג את כל , אותו נחקורא הטרפז הו

החביות הבנויות משני חרוטים קטומים חופפים בעלי 
 משותף ומדד λ)(אורך אלכסון , בסיס משותף

bבטנוניות 
AH
GB

GE
GB

 . משותף==

 
 
  
  
 
 
 
 
 

 

 

 

 8שרטוט 

לי של הנפח אסימקקל למצוא את הערך המ, מהגרף

 בדוגמה שהוצגה.   שנבחרוb-  וλ של המתאים לערכים

==7 :בה, 8בשרטוט  ABλ5- ו=b , ניתן להפיק

 של מדד רך קירוב עשרוני לעלומדהבאמצעות ה

 .t=25.4 :ליאסימק המעבורו מתקבל הנפח, התמירות
 

ח לי של נפאסימק כי הערך המ נמצא30ה "בעלבמאמר 

2החבית מתקבל עבור 
2

1
⋅

+
=

bt.  

 מתקבלת התוצאהבתבנית זו  b=5עם הצבת הערך 

23 ⋅=t  24.4או בקירוב=t תוצאה מאוד קרובה 

 .לומדה באמצעות הלזו שהתקבלה מהגרף

 אימות הפתרונות הגרפיים. 3

, b ושל λ של  מסוימיםערכיםעבור ון  שבנינו פתרלאחר

גם קל להשתמש באותה בנייה ולפתור את הבעיה 

 .הם שלנוספיםלערכים 
 התוצאות של בניות המתאימות תוארו מת1טבלה ב

 .b ושל λלערכים שונים של 
מתארת עבור ערכים שונים של , העמודה השניה מימין

b , את הערך המתאים שלt לחבית בעלת הנפח הגדול 

בעמודה . texperimental –תר כפי שהתקבל מהגרף ביו

צבה הימנית מופיע הערך המדויק המתקבל מה

 :בנוסחה
2

2)1( bt +
= . 

 . שני הערכים קרובים זה לזה,כפי שניתן לראות

 

 

2
2)1( bt +

=
t 

(experimental) 
Vmax b λ 

2.12 2.11 627.43 2.01 10 

4.24 4.22 18.17 5 3 

4.24 4.24 695.29 5 10 

7.76 7.76 743.67 9.98 10.02 

4.24 4.25 2344.97 5 15 

36.58 36.39 791.17 50.74 10 

4.24 4.25 5550.4 5 20 

 1טבלה 

 ...?ומה אם : חקירה באמצעות העלאת שאלות. 4

מציגים (Browh and Walter, 1990) בראון ווולטרס 

מה " של אסטרטגיה של חקירה בהעלאת שאלות

 .ודנים בחשיבות שלה" ?... ומה אם לא"?...אם
 :הצגת שאלות ברוח המודל כמו, הצעד הבא יהיה אפוא

 ?מה יקרה כאשר הפרמטרים משתנים

לי של החבית אם אסימקכיצד משתנה הנפח המ . 1

 עד b=1-כך שהוא גדל מ bמשנים את הפרמטר 

 ?אינסוף
לי של החבית כאשר אסימקהמכיצד משתנה הנפח  . 2

 ? גדלλהפרמטר 
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. שאלות אלו בכלים של אנליזה דן ב)30ה "בעל(המאמר 

 .DGSעזרת תן בחקיראת נדגים פה 
 

 ליאסימק על הנפח המbהשפעת הפרמטר 

 הנפח על bהפרמטר  של ההשפעה את לחקור מנת על

 כקבוע ומגדילים את λשומרים על הערך , ליאסימקהמ

 ).7שרטוט  (G גרירת הנקודה  על ידיbהערך של 
 

 להלן מציג את הגרפים של נפח החבית 9שרטוט 

 .1-ב גדל החל bכאשר  λ=10עבור   tכפונקציה של  
 

  
 

 9שרטוט 
,  הנפחליים שלאסימק מציגה את הערכים המ2טבלה 

היחסים שבין נפח ואת  tאת הערכים המתאימים של 

ן נפח חבית גלילית כאשר של חבית לא גלילית לבי

15=λ ו-b 1-ב  גדל החל=b. 

 

Vmax(b) / Vmax(1) Vmax(b) t b 

1 2044.07 1.41 1 

1.0004 2044.98 1.49 1.1 

1.0124 2069.55 1.77 1.5 

1.0365 2118.63 2.12 2.01 

1.0830 2213.9 2.84 3.02 

1.1472 2344.97 4.24 5 

1.2232 2500.38 7.88 10.12 

1.2847 2626.10 19.12 26.01 

1.3077 2673.10 37.77 52.33 

1.3203 2698.90 78.36 110.09 

1.3264 2711.29 161.11 226.64 

1.3275 2713.54 198.25 279.68 

 2טבלה 

החבית היא גלילית והנפח , b=1 במקרה בו

 כמו גם 9משרטוט . 2044.07-ווה ללי שלה שאסימקהמ

ניתן לראות כי נפח החבית מתקרב לנפח של , 2מטבלה 

 .1- קרוב לbחבית גלילית כאשר הערך של 
  b לומדים כי ככל שערכי 2 של טבלה Vmax(b)מהעמודה 

 .לי של החבית גדלאסימקהנפח המ, גדלים
יחס בין הנפחים נראה שהיחד עם זאת הגידול חסום ו

לי של אסימקם של החביות לבין הנפח המלייאסימקהמ

-מתכנס ל, λהגלילים המתאימים עבור אותו ערך של 

קירה תוצאה זו מתאימה לזו שהתקבלה בח. 1.32

 .האנליטית במאמר
 

 ליאסימק על הנפח המλהשפעת הפרמטר 
על הנפח  λכדי לבדוק את השפעת הפרמטר 

  b נשמור על ערך קבוע של הפרמטר ,המקסימאלי

 מתוארים גרפים 10בשרטוט . λרק את הערך של ונשנה  

 ועבור ערכים b=5 עבורt  כפונקציה של Vשל הנפח  

 . 12 ועד 5-מ AB=λ של שלמים
לי של החבית גדל  אסימקמכאן ניתן לראות כי הנפח המ

 .λדול הערך של יעם ג ,ללא גבול

 
 
  
 
 
 
 
  

 

 
 
 

 10שרטוט 

כי הנפח , מדגימות את המסקנה, 3תוצאות בטבלה ה

לי של החבית גדל באופן פרופורציוני לערך אסימקהמ

 .3λשל  
 

 Vmax / λ3  t Vmax   λ 
 691.03/66.18 3 =  4.33 18.66 3 

 694.08/69.355 3 = 4.26 355.69 8 
 695.010/29.695 3 = 4.24 695.29 10 

689.015/06.2326 3 = 4.75 2326.06 15 

 689.020/42.5494 3 = 4.83 5494.42 20 

 3טבלה 



 

 ג" תשסאביב,  עלון למורה המתמטיקה-ה "על
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היא : מסקנה נוספת נובעת 3 המוצגת בטבלה המהחקיר

לי של אסימק המתאימים לנפח המtשהערכים של 

 .λהחבית אינם מושפעים מהערכים של  

 סיכום

 רב    פוטנציאל   עם נת מעניי  בעיה   היא   קפלר   בעית

חקירה באמצעים של גיאומטריה . לחקירה מתמטית

ראיית הדברים ;  גישה אחרת לבעיהתדינמית מאפשר

פנייה לתלמידים ברמות יכולת ורמות ; מזוויות שונות

 .לימוד שונות
 של  בסביבה חקירה המאפשרות בעיות לשלב מומלץ

 .הספר- בהוראה בביתגיאומטריה דינמית

 מקורות
סיפורים על מקסימום , )1987. (מ. ו, טיחומירוב

תרגום , ברוסית(נאוקה : מוסקווה, ומינימום
 ).לעברית

, סוד החבית האוסטרית ,)2003(, .ושמוקלר א. שחם ז
בעיית קפלר על מדידת חביות יין והתרתה 
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