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  שוויונים-גישה פונקציונלית להתרת אי
  

נראה איך ניתן . מספק כלים חזקים לחקירת פונקציות) א"חדו(חשבון דיפרנציאלי ואינטגרלי 

  .וויונים מסוגים שוניםש-א להוכיח אי"בעזרת כלים של חדו

  

   דוגמא
0xיש להוכיח כי לכל : 1תרגיל  1xE:  מתקיים≤ x≥ +  

)נסמן : פתרון ) 1xf x E x= − −  

1xEאי השיוויון  x≥ )(0 מתקיים אם ורק אם + ≥xf.  

0x בקטע xf)(נמצא את הערך הקטן ביותר של  ≥.  

0xבנקודות קריטיות ובנקודות הקצה  fלשם כך יש למצוא את הערכים של  =.  

0xעבור , ובכן = ,0f(0) =.  

)': כמו כן ) 1xf x E= (0)': כךלפי. − 0f f(x)0 מתקיים x<0 ולכל = >′ .  

x(f(f)(מכאן נובע כי  0x לכל ≤0 ≥.  

1כלומר  0xE x− − ≥              .  

  .ל.ש. מ

 מתקיים x≤0יש להוכיח כי לכל : 2תרגיל 
x1
xx)ln(1
+

≥+  

סמנו : רמז
x1
xx)ln(1f(x)
+

−+=  

0f(x)והוכיחו כי  0x לכל ≤ ≥.  

0f(x)כדי להוכיח כי : נסכם  Dבקטע  f יש למצוא את הערך הקטן ביותר של D בקטע ≤

0f(x)מכאן ניתן להסיק כי . ערך זה אינו שליליולהוכיח כי    .D -השייך ל x לכל ≤

  

  דוגמא 

2 טבעי nיש להוכיח כי לכל : 3תרגיל  1n n≥ +.  

2יותר שוויון כללי -נוכיח אי: פתרון 1x x≥ 1x: ממשי המקיים xלכל . + ≥.  

)לשם כך נגדיר  ) 2 ( 1)xf x x= − +.  

'( ) 2 ln 2 1 , (0) 0xf x f= ⋅ − =.  

ln22~1.38אך  )' ולכן ⋅ ) 0f x 1x לכל < ≥.  

1x לכל עולה f(x): מסקנה ≥  

f(0)f(x):  מכאן 1x לכל ≤ 2 ולכן ≤ - ( 1) 0x x + 1x לכל ≤ ≥.  

  ל.ש.מ
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0,0יש להוכיח כי לכל : 4תרגיל  >> ab3:  מתקיים 3 23 7 9a b ab+ ≥  

:  וסמנו3b -ל ב"ן הנהשוויו-חלקו את שני האגפים של אי: רמז
ax
b

=  

יש להוכיח כי לכל : 5תרגיל 
2
πx0 xsinx:  מתקיים>> <  

sinxxf(x)סמנו  :  רמז   :   והוכיחו כי=−

0f(0)  )א =  

)'   )ב ) 0f x  לכל  <
2
πx0 <<  

  

  :תרגילים נוספים שתוכלו לפתור בשיטה זו

  

24יש להוכיח כי .  6 (3 ) 4(1 )ab a b a b− − +   .<0a> ,ab לכל, ≥

)2 סמנו:     רמז ) 4 (3 ) 4(1 )f a ab a b a b= − − + 0f(a) כי והוכיחו − 0a לכל ≥ >  

4יש להוכיח כי . 7 4 48( ) ( )a b a b+ ≥ 0b לכל + ≠.  

 וסמנו 4b -חלקו את שני האגפים ב:     רמז
ax
b

=  

xx)ln(1יש להוכיח כי . 8 0x לכל +≥ ≥  

1יש להוכיח כי . 9
1 (1 ) 12

p p
p x x− ≤ + − 1x0 לכל ≥ ≤≤) pמספר ממשי כלשהו .(  

  

____________________________________________________________________  

  

  

  :פתרונות
  

  2תרגיל 

0יש להוכיח כי 
x1
xx)ln(1f(x) ≥
+

0x עבור =+− ≥  

0xנבדוק עבור נקודת הקצה . א = :  00ln1f(0) =−=  

2: נחפש נקודות קיצון. ב 2

1 1( )
1 (1 ) (1 )

xf x
x x x

′ = − =
+ + +

  

          0x0(x)f =⇒=′  

f(0)0      :    כלומר       =′  
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)2 -       היות ו )
(1 )
xf x
x

′ =
+

0x       אז לכל  >    0(x)f >′  

  ≤0x פונקציה מונוטונית עולה בקטע f(x)לכן 

 ⇐ ≤0x עבור כל ≤0f(x)ולכן 
x1
xx)n(1l
+

≥+  

  ל.ש.מ              

  
  4תרגיל 

: נקבלו 3bנחלק את שני האגפים ב 

3

3 7 9a a
b b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ≥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

   

נגדיר 
ax
b

= .  

33: נקבל את אי השויון 7 9x x+ ≥  

)3: נסמן ) 3 9 7f x x x= − +  

0f(x)ונוכיח כי  0x לכל  ≤ 0a -היות ו (< > ,0b 0x אז < >.(  

    2( ) 9 9f x x′ = −  

  1x0(x)f ±=⇒=′  

1x 0x אינו נמצא בתחום ההגדרה =− >.  

18x(x)f 1x  ועבור  ′′= =:  0)1( >′′f  

  =1f(1) -  ו, מינימום מקומי x=1 יש בנקודה xf)(ולכן לפונקציה 

0xבנקודת הקצה  = :7f(0)= 1 ולכןx 1f(1) -היות ו.   הוא מינימום מוחלט בתחום= = ,

33נקבל  9 7 1x x− + 0x עבור כל ≤ 33ובוודאי מתקיים , < 9 7 0x x− + ≥  

  ל.ש.מ                    

  5תרגיל 

  
sinxxf(x)נסמן  −=  

0x עבור. בנקודות הקצהנבדוק מה קורה . א =:  0f(0)=  

           עבור    
2
πx =         1

2
π

2
πf −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

  

cosx1(x)f.ב בתחום . ′=−
2
πx0 f(x)0:  נקבל>> >′ .  

0xהקצה  ודת הוא בנקם כאשר המינימום שלה בתחו, פונקציה מונוטונית עולהf(x)כלומר  = .

sin ולכן <0f(x)כלומר  0x x− > ⇐sinx x>  

  ל.ש.מ                                    
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  6תרגיל 

2נסמן   2( ) 12 4 4(1 )f a ab a b b a b= − − + −   

  <0a לכל ≥0f(a)כי ל  "צ

                        2( ) 12 8 4(1 )f a b ab b′ = − − +  

  0(a)f =′  ⇐             212 4(1 ) 8b b ab− + =  

      24 4 4 8b b ab− + − =  

  
2 2

0
4 4 4 1

8 2
b b b ba
b b

− + − − +
= =−  

        8b(a)f −=′′  

f(a)0 נקבל <0bכאשר  0aנקודה הכלומר . ′′> a=היא נקודת מקסימום .  

0 0a < ⇐ 0( ) 0f a   <0a>  ,0b עבור >

  . <0aל   לכ>0f(a)ולכן 

  ל.ש.מ

  

  7תרגיל 

4b 0)(b -נחלק את שני אגפי אי השוויון  ב   : ונקבל≠

       

4 4

8 8a a b
b b

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ≥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

נסמן 
b
ax 4 - ו= 4( ) 8 8 ( 1)f x x x= + −   .x לכל ≤0f(x): ל כי"צ. +

     3 3( ) 32 4( 1)f x x x′ = − +  

  0(x)f =′⇐ 3 38 ( 1)x x= + ⇐   1x2x +=  ⇐   1x=  

     2 2( ) 96 12( 1)f x x x′′ = − +  

1xועבור  f(1)0:  נקבל= 1xכלומר . ′′<   . היא נקודת מינימום=

  0f(1)= 0 ולכןf(x)≥עבור כל  x.  

  ל.ש.מ
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  8תרגיל 

  
xx)ln(1f(x)נסמן  −+=  

  ≤0x עבור כל ≥0f(x): ל"צ

  =0f(0) :נקבל =0xעבור נקודת הקצה . א

1. ב
1x
1(x)f −
+

=′.   0(x)f0x =′⇐=  

     2

1( ) - (0) 0
(1 )

f x f
x

′′ ′′= ⇒ <
+

  

  . היא נקודת מקסימום=0xלכן הנקודה  

  . ≤0x עבור כל ≥0f(x)ולכן . =0f(0) -מצאנו ש

  ל.ש.מ

  

  9תרגיל 

  

)נסמן   ) (1 )p pf x x x= + −  

   f(x)מצא את המקסימום והמינימום המוחלטים של הפונקציה נ

  :בנקודות הקצה. א

             1f(0)= , 1f(1)=  

1 . ב 1( ) (1 )p pf x px p x− −′ = − −  

0=′⇐ )x(f  1 1(1 )p px x− −= −      

        
2
1xx1x 111 =⇒−=  

=−+⇒אין פתרון      22 x1x  

 -2 -2( ) ( -1) ( -1) 0p pf x p p x p p x′′ = + >  

כלומר  
2
1x=היא נקודת מינימום .  

 1

1 1 1 1
2 2 2 2

p p

pf −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

1ולכן 

1 ( ) 1
2 p

f x− ≤ ≤  

  ל.ש.מ

  


